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1. Kivonat

A dolgozat elsd részében egy kombindlt feladattal foglalkozunk, amely egyrészt ldda-
pakoldssal van kapcsolatban, maésrészt széllitdsi, vagy iitemezési feladat is egyben. A
modell késobbi vizsgdlata érdekében eloszor a dolgozat elején egy altaldnos bevezetot
adunk meg a lddapakolédssal kapcsolatban és ismertetjiik a leglényegesebb eredményeket.
Ehhez hasonléan bevezetjiik mindazon fogalmakat, médszereket, amelyek a kombinalt fe-
ladat vizsgdlatahoz sziikségesek. Ezek utdn az 1ij feladat online védltozatdanak megolddséara
egy 1j, rugalmas algoritmuscsalddot is ismertetiink. Az offline esetrél pedig megmutatjuk
hogy bizonyos specidlis esetekben polinomidlis algoritmussal megoldhato, de az dltaldnos
esetben viszont nem, pontosabban, nem létezik r4 APTAS, feltéve hogy P # NP. A
dolgozatban térgyalt eredményeink az [5, 7, 8, 9] publikdciéinkon alapulnak.

A disszertdacié méasodik részében egy félig online iitemezési feladattal foglalkozunk.
A vizsgdlt modell a kovetkezo: Két hasonlé gépiink van, ami azt jelenti, hogy az egyik
gép gyorsabb mint a madsik, s a sebességardny a gyors és a lassu gép kozott, egyébként
a gépek, a sebesség kiilonbségétol eltekintve egyformdk, tehdat mindketté gép barmely
munkdt el tudja végezni. Ha egy munkdt madr elkezdtiink elvégezni az egyik gépen,
akkor a munkdnak az elvégzését nem lehet megszakitani, tehdt a nem megszakitdsos
esettel foglalkozunk. Ezen beliil egy olyan félig online modellt vizsgdlunk, amikor a
gépeken iitemezett munkdkat egy bizonyos korldtozott médon tjra lehet rendezni. Ennek
az atrendezésnek tobb valtozatdt vizsgaltak mar, mi azzal az esettel foglalkozunk, amikor
valamely online iitemez6 algoritmus lefutdsa utdn van lehetéségiink korlatozott mérték-
ben ijrarendezésre, nevezetesen legfeljebb K munkat djraiitemezhetiink, ahol K > 1,
rogzitett.

A modellt a Chen et al. [14] cikkben definidltuk, és optimalis algoritmusokat adtunk

s+2

meg a kovetkezd esetekre: s > 2 esetén az optimadlis versenyképességi ardny p = =,

minden K > 1 esetén. Tovdbbd, ha K > 2, akkor az optimalis algoritmus 1 < s <

%5 esetén p = s(gsislfl—versenyképes, és %g < s < 2esetén p = %—versenyképes.
Ugyanebben a cikkben megadtunk K = 1 esetére egy p = %—Versenyképes algoritmust



is 1 < s < 2 esetére, amely azonban nem optimalis.
Ezzel az esettel (tehat amikor K = 1 és 1 < s < 2) foglalkozunk részletesebben a
dolgozatban, megadunk egy hatékonyabb algoritmust. Ezt az algoritmust a Wang et al.

[78] cikkben publikdltuk. Az algoritmus 1 < s < /2 esetén p = Q(Sir;), V2 < s <2

esetén pedig tovabbra is p = ;’jr—f versenyképes.



2. Abstract

In the first part of the dissertation we discuss a combined problem that is connected to
bin packing problems and delivery or scheduling problems, at the same time. For further
examination of the model, first we provide a general introduction about bin packing and
we review the most important results. Then, we describe all of the notions and methods
that are required to the examination of the combined problem. After this, in order to
solve the online version of the new task, we define a new dynamic algorithm family. We
prove that the offline case can be solved optimally by polynomial algorithms in special
cases, but in the general case there is no APTAS, if P # NP. The results that are
discussed in the dissertation are based on the following papers: [5, 7, 8, 9].

In the second part of the dissertation, we are discuss a semi online scheduling problem.
The examined model is the following: we have two uniform machines which means that
one is faster than the other, we note the speed ratio between the fast and the slow
machine with s. There is no further difference between the machines, i.e. each machine
can execute any job. If we have already started to execute a job on a machine, then
the execution of the job cannot be interrupted. We are examining such a semi online
model, when the scheduling of the jobs on the machines can be rearranged restrictively.
Several versions of this rearrangement was already examined, we are discussing the case
when the rearrangement can be done only after the execution of the online algorithm,
i.e. when the sequence of the jobs is over, and we are informed about this fact. Then,
at most K jobs can be rearranged, where K > 1 is a fixed integer. We have defined
this semi online model in the following paper: Chen et al. [14]. We have also provided

optimal algorithms for the following cases:

e if s > 2, then the optimal approximation ratio is p = zi—f, for all K > 1.

e if K > 2, then the optimal approximation ratio is p = s(;ijfw forall 1 <s < 1+2\/5'

§2

e if K > 2 and %5 < s < 2, then the optimal approximation ratio is p = z*-5.



In this paper we also provided an algorithm with a p = zi—f approximation ratio for
the case of K =1 and 1 < s < 2, but this algorithm is not optimal.

Thus in the dissertation we discussing this remained case (when K = land 1 < s < 2)
in details. We provide a more efficient algorithm. We have published this algorithm in
the following paper: Wang et al. [78]. The approximation ratio of the algorithm is

p:—Q(;:Ql) fora111§s§ﬂandp:ji—fforallﬁ<s§2.



3. Abstrakte

Im ersten Teil der Dissertation werden wir diskutieren iiber einen kombinierten prob-
lem mit bin packing Problem und Lieferung oder Probleme mit dem Zeitplan. Fiir die
weitere Priifung des Modell, haben wir zuerst eine allgemeine Einfithrung zum Thema
bin Verpackung und iiberpriifen wir die wichtigsten Ergebnisse. In &hnlich mit diesem
beschreiben wir alle Begriffe und Methoden, die erforderlich sind, um die Priifung der
kombinierten Aufgabe. Nach dieser, zur Losung die online Version der neuen Aufgabe,
definieren wir eine neue Dynamik Algorithmus Familie. Wir zeigen, dass die offline Fall
gelost werden konnen durch polynomiale Algorithmen in besonderen Féllen, aber im all-
gemeinen Fall nicht, genau, es gibt keine APTAS, wenn P # N P. Die Ergebnisse, die in
der Dissertation ist auf der Basis der folgenden Dokumente [5, 7, 8, 9].

Im zweiten Teil der Dissertation, wir diskutieren iiber einen semi online planen einer
Aufgabe. Das untersuchte Modell ist die folgende: Wir haben zwei dhnliche Maschinen
was bedeutet, dass man schneller ist als die anderen, wir beachten das Drehzahlverhiltnis
zwischen die schnelle und die langsame Maschine mit s, andere als die Ungleichheit, sie
sind die gleichen, so dass jede Maschine ausgefiihrt werden kann. Wenn wir haben bereits
damit begonnen haben, einen Job auf einer Maschine, dann die Ausfithrung des Jobs
kann nicht unterbrochen werden daher haben wir es mit der kontinuierlichen Fall. In
dieser sind wir Priifung eines solchen semi online Modell, bei der Planung der Auftrige
an den Maschinen konnen neu gestaltet werden sehr restriktiv auszulegen. Mehrere
Versionen dieser Neuordnung war bereits gepriift wurden, wir sprechen iiber den Fall,
wenn die Umstellung durchgefiihrt werden kann erst nach der Durchfiihrung einer online
Algorithmus, ndmlich, wenn in den meisten K Arbeitspliitze gestaltet werden kann wenn
K > 1 ist eine feste ganze Zahl.

Wir haben das Modell in den folgenden Artikel: Chen et al. [14] und damit haben

wir einen optimalen Algorithmen fiir die folgenden Félle:

e ist s > 2 dann die optimale Angleichung Verhiltnis ist p = zi—f, fiir alle K > 1.



(s41)?

1 fur alle

e ist K > 2 dann wiirde die optimale Angleichung Verhiltnis ist p =
1 <5< 5

e ist K > 2 und 1+2‘/5 < s < 2 dann die optimale Angleichung Verhéltnis ist p =

s2

s2—s+1"

s+2

2+ Angleichung Ver-

In diesem Artikel haben wir einen Algorithmus mit einer p =
héltnis fiir alle K =1 und 1 < s < 2, aber dieser Algorithmus ist nicht optimal.

Wir reden iiber diesen Fall (wenn K =1 und 1 < s < 2) Details in der Dissertation
und wir bieten eine effizientere Algorithmus. Wir versffentlichen diesen Algorithmus in

das folgende Dokument: Wang et al. [78]. Die Angleichung Verhiltnis des Algorithmus

istp:%ﬁirallelgsgﬂundp:i—fﬁiralle\/ﬁ<s§2.
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4. Ko6szonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Désa Gyorgy docens drnak
tobbéves, folyamatos utmutatdsdért és javaslataiért. Nagyon nagy héldval tartozom Dr.
Gyori Istvan professzor irnak folyamatos buzditdsaért.

Koszonetet szeretnék mondani sziileimnek, Benkd Lajosnak és Benk6 Lajosné Sza-
b6 Szilvidnak a kitarté osztonzésért és tdamogatdsért, amellyel tanulmédnyaim sikeres
elvégzéséhez hozzdjérultak.

Koszonom tovabbé feleségemnek, Benkéné Jod Szilvidnak a lelki tdmogatédst és biz-

tatast.
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5. Bevezeto

A disszertacié bevezetdjében dttekintjiik azokat a modelleket, amelyekkel a késdbbiekben
foglalkozni fogunk, valamint a fejezetekben hasznalt alapfogalmakat és f6bb algoritmu-
sokat is, és az ezekre vonatkozo lényegesebb eredményeket. Az iitemezési és ladapakolasi
feladatok témakorében rengeteg cikket publikdlnak évrol évre. Bizonyos problémék és al-
goritmusok ma maér klasszikusnak szamitanak, de az ijabb feladatok meghatarozasakor
eloveszik ezek megfeleld valtozatait. Grafokkal, vagy jatékelmélettel kapcsolatos ldda-

pakolasi, illetve iitemezési feladatok is keriilnek eld, tehat a téma szertedgazo.

5.1. Diszkrét programozas

A diszkrét programozasi feladatok megoldédsa soran valamely diszkrét halmazon értelme-
zett fiiggvény optimumét keressiik meg [47]. Gyakran 0-1 vektorokkal azonosithatjuk
a halmaz elemeit, amelyek kombinatorikai struktirdkat reprezentdlnak, példdul graf fe-
szit6fait. Néhany nevezetes diszkrét programozdsi (vagy mas néven kombinatorikus opti-
malizélési) feladat a kovetkez6: az utazo tigynok feladat, minimalis feszitéfa keresésének
feladata, vagy a hétizsdk feladat.

Diszkrét programozas esetén adott egy M véges halmaz, ahol M = {ay,...,a,} és
legyen f egy numerikus fiiggvény az M halmaz elemein értelmezve. Ekkor a feladat az,
hogy megtaldljuk azt az o; € M elemet, ahol az f fiiggvénynek abszolit minimuma (vagy
maximalizaldsi feladat esetén maximuma) van. A diszkrét programozéds csak a nemtri-
vidlis feladatokkal foglalkozik, amelyek eleget tesznek az aldbbi két kivetelménynek:

1) Az n = | M| szémnak kelléen nagynak kell lennie ahoz, hogy a feladatot ne lehessen
megoldani manudlisan az f(«a;) értékek egyenkénti kiértékelésével.

2) A feladatnak nem szabad reguldrisnak lenni. A feladat akkor reguldris, ha:

a) minden a; € M elemre van nem-iires szomszédja (definidlva van tehdt egy
szomszédsdg-struktira, az a; € M elem szomszédjait S(«;, M) jeloli, ezek az M halmaz

azon elemei, amelyeket valamilyen mérték szerint kozel vannak az adott a; ponthoz) és

12



ha [S(a;, M)| << |M].
b) az f fiiggvény lokalis széls6értéke definidlt egy egyszerii algoritmussal.

c) legalabb egy lokdlis széls6érték megegyezik a globalis szélsértékkel.

5.2. Abszoliit, illetve aszimptotikus approximaéciés aranyok

Tekintsiink egy minimalizéldsi optimalizalasi feladatot. Ekkor az A algoritmus abszolit
approximécios ardnya a legkisebb olyan C' szam, amelyre barmely I input esetén A(I) <
C-OPT(I) teljesiil. Itt A(I) jeloli az I input esetén az A algoritmus dltal kapott megoldés
értékét, amely egy valés szdam, O PT(I) pedig valamely optimalis algoritmus megoldasa-
nak értékét. Ha egy, az inputtdl fiiggetlen D nemnegativ additiv konstans haszndlata a
definiciéban megengedett, tehat minden [ inputra az aldbbi egyenlttlenségnek kell tel-
jesiilnie: A(I) < C-OPT(I)+ D, akkor az igy kapott legkisebb megfelelé C' konstans az
aszimptotikus approximdcios arany.

Online iitemezési feladatok esetén abszolit approximécios ardny helyett versenyképes-
séqi ardnyt szokds mondani.

Maximalizdlasi feladatok esetén az el6bbi definicidkat kicsit at kell fogalmazni: Ekkor
az A algoritmus abszolit approximécids ardnya a legnagyobb olyan C' szdam, amelyre
barmely [ input esetén A(l) > C - OPT(I) teljesiil. Az aszimptotikus approximé-
ci6és ardny esetében pedig minden [ inputra az aldbbi egyenldtlenségnek kell teljesiilnie:

A(I) > C-OPT(I)+ D, ahol D az inputtdl fiiggetlen konstans.

5.3. Ladapakolas

A Kklasszikus, egydimenzids lddapakoldsi feladat a kovetkezd. Adott egy tgynevezett
L = (p1,p2,...,pn) lista, amelyen alapesetben egyszeriien egy térgy-halmazt értiink.
Itt p; jeloli a listdban szerepld i-edik targy méretét, ahol feltessziik, hogy 0 < p; < 1.
Ezeket a targyakat kell belepakolni a lehet6 legkevesebb szamu ldddba. Bérmely ladaba
legfeljebb 1 6sszméretii targy pakolhaté.

13



5.4. Ladafedés

Ladapakolds esetén tehdt a laddban 1évo targyak osszmérete kisebb, vagy egyenld, mint
a lada mérete. Ettdl eltérden, ha a laddkba pakolt targyak dsszmérete (a ldda zardsakor,
vagyis a pakolds befejeztével) nagyobb, vagy egyenl kell hogy legyen mint a ldda mérete,
akkor pedig ladafedésrol beszéliink. A lddafedési feladatok esetén éltaldban a fedett ladak

szamat maximalizdljuk.

5.5. Utemezési modellek és algoritmusok

Az iitemezési feladatok esetében feltessziik, hogy adott valahdny, valamilyen tulajdonsa-
gokkal rendelkez6 gép, amelyekkel valahany munkét el kell végeztetni dgy, hogy egy adott
célfiiggvény minimélis (vagy pedig maximalis) értékét megtaldljuk. Tehdt a gépekrol, a
feladatokrdl és az iitemezési feladat célfiiggvényérol adunk meg informaciékat ahhoz hogy
a modellt definidljuk.

A gépek szdma pozitiv egész szam, ami elre rogzitett. Egyforma parhuzamos gépek
esetén arrol beszéliink, hogy a munkak végrehajtdsa minden gépen egységesen ugyanannyi
id6be keriil. A munkdk szdma szintén pozitiv egész szam. A munkdk végrehajtasi idével
rendelkeznek.

Néhény iitemezési feladatot a késdbbiekben bdvebben is bemutatunk. Most azért
szerepel itt (is), mert a ladapakoldsi feladat ,kombinatorikus értelemben vett dudlja’-
ként lehet emliteni az egyik legegyszeriibb iitemezési feladatot.

Példaul a P,,||Ca. feladatban a gépek széma m (pozitiv egész szdm) és a gépek
egyforma parhuzamos gépek. A feladatok szdma n, a munkik végrehajtdsi ideje pedig
pi, ahol 1 < 4 < m. A munka elvégzését nem lehet megszakitani, ha méar elkezdtiik
elvégezni. A munkak iitemezésén azt értjiik, hogy a munkakat szétosztjuk a gépek kozott,
minden gépnek csak a hozzdrendelt munkat kell elvégeznie, de azt el kell végeznie és nincs
varakozdasi id6 két munka elvégzése kozott. Egy adott gép terhelésének a géphez rendelt
munksdk végrehajtdsi idejének Osszegét értjiikk. A gép dtfutdsi ideje egyenld az utolsé

munka befejezési idopontjaval, feltéve, hogya gépek a 0 idopontban kezdtek el dolgozni.
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Az iitemezés teljes dtfutdsi ideje pedig egyenld a gépek dtfutdsi idejének maximumaéaval. A
teljes atfutdsi idét minimalizéljuk C,,., esetén. A jelolés tehat harom mez6bdl all, most
a kozépsd mez6 iires. A harmadik mezében a célfiiggvényrél (ami most Ci,,,) adtunk
meg informdciét. Az elsd mez6d most P,,, tehdt m szdmu dgynevezett parhuzamos gép
van.

Az egyik legels6 algoritmus a P, ||Cpq. feladatra, a Graham altal megadott [36, 37]
LPT (= Longest Processing Time) algoritmus. Ez a kovetkezOképpen miiksdik. Az elsé
lépésben a munkdkat a végrehajtasi idejiik szerinti csokkend sorrendbe rendezziik (LPT
sorrend), aztdn az iitemezést ebben a sorrendben fogjuk végezni. A soron kovetkezd
munkat mindig gy iitemezziik, hogy a lehetséges legkordbbi idépontban kezdjiik végre-
hajtani, tehat mindig valamelyik minimélis terhelésti gépre keriil. Az LPT algoritmus
legrosszabb eset ardnya % — Z’%m,’ vagyis az algoritmus dltal adott megoldés értéke legfel-
jebb ennyiszerese az optimumnak. A legrosszabbhoz kozeli esetek azonban csak igen
kis szézalékban fordulnak eld. Désa bizonyitotta [21], hogy a legrosszabb eset csak egy
nagyon specidlis feladathalmaz esetén fordul el6.

Az LS (List Scheduling, vagyis lista szerinti iitemezés) algoritmus esetén pedig egy
adott L lista szerinti sorrendben érkezé6 munkdkra végezziik az iitemezést, tehdt itt

hidanyzik az LPT els6 1épése, a sorbarendezés. Az LS algoritmus legrosszabb eset ardnya

2 — nll, m gép esetén.

5.6. Offline és online modellek

Ladapakoldsi feladat esetén, offline esetben a teljes tdrgyhalmazt elore ismerjiik, és a
targyakat tetszoleges sorrendben pakolhatjuk a ldddkba.

Online esetben azonban az L lista szerinti sorrendben kell a targyakat pakolnunk,
és a listabdl mindig csak az éppen kovetkezd elemet ismerjiik. Azt sem tudjuk, hogy
lesznek-e még tovabbi targyak, sok vagy kevés, kicsi vagy nagy tdargyak kovetkeznek. Ha
elfogynak a targyak a listarol, arrdl természetesen értesiiliink, de csak az utolsé targy

pakoldsa utan. Utemezési feladatok esetén hasonlé a helyzet: offline esetben az inputrél
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minden informé&cié elore adott. Online esetben pedig az titemezendd munkdk egy L lista
szerint egyenként érkeznek, és azonnal titemezniink kell dket, a késobbi munkdk ismerete

nélkiil.

5.7. Alsé korlatok, optimadlis algoritmus

Online feladatok esetén &ltaldban nem lehetséges az, hogy valamely algoritmus min-
den esetben optimadlis megoldast készitsen. Egy online feladatnak az alsé korlatja
barmely olyan p konstans, amelyre nem létezik olyan online algoritmus, amelynek a
versenyképességi ardnya ennél kisebb lenne. Egy online algoritmust akkor neveziink op-

timdlisnak, ha az algoritmus versenyképességi ardnya egyenlo a feladat alsé korlatjaval.

5.8. Félig online (semi online) modellek

Félig online esetben a pakolds/iitemezés elétt mar ismert néhdny, de nem minden adat.
Ilyen ismeret lehet példéul az, ha elére tudjuk, hogy csokkend méretben jonnek a targyak,
vagy az, ha korldtozott mértékben a pakolds utdn atrendezhetjiik a targyakat a még nyi-
tott ladakban. Ezért ezek a feladatok az online és az offline esetek , kozott” helyezkednek
el.

A félig online problémékra alkalmazott algoritmusokat félig online algoritmusoknak
nevezziik.

Hatékonysdgukat versenyképességi analizissel vizsgaljuk. Egy félig online algoritmus
optimalis, ha a versenyképességi ardnya megegyezik a feladat alsé korldtjaval. A félig
online feladatok esetén érdemes azt is megvizsgdlni, hogy valamely tovdbbi félig online
feltétel csokkenti-e egy optimaélis algoritmus versenyképességi ardnydt, vagy sem.

A félig online iitemezési feladatok terén a témaban az els6 cikk Kellerer, Kotov, Spe-
ranza és Tuza 1997-ben irt cikke [55], amely hdrom félig online véltozatot vizsgdl.

Az els6 esetben elére ismert a munkdk méreteinek dsszhossza. A mésodik esetben egy

puffert haszndlhatunk valahdny munka tdroldsdra (ez azt jelenti, hogy néhdny munkat
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félretehetiink és kés6bb donthetiink az iitemezésiikrél). A harmadik esetben pedig egy-
szerre két, egymastol fiiggetlen iitemezést készithetiink, és végiil a jobbikat védlasztjuk. A
vizsgdlat eredménye az lett, hogy mindhdrom esetben egy-egy optimailis félig online algo-
ritmus versenyképességi ardnya %. A mdsodik fejezet elején részletesebben is dttekintiink

néhany félig online iitemezési modellt és eredményt.

5.9. Helykorlatos ladapakolasi modellek

Ha egy laddba késobbiekben mér nem kivanunk pakolni, azt mondjuk, hogy bezarjuk
a lddat, egyébként a ldda nyitott. A késdbbiekben részletesen ismertetendé Next Fit
algoritmus mindig csak egy nyitott ladat haszndl, ennek kovetkeztében persze nem til
hatékony altaldban. Altaldban, ha csak véges sok, mondjuk K szamu ldda lehet nyitva
egyiddben, az ilyen modelleket helykorlatos, angolul ,,bounded space” modellnek nevez-

ziik.

5.10. Abszolit, illetve aszimptotikus approximaciés aranyok,

ladapakolas esetén

Ladapakolds esetén a standard metrika a legrosszabb esetben torténd teljesitmény vizs-

galatdra az aszimptotikus approximdciés ardny. Az approximdciés arany kordbbi &al-

taldnos definiciéjat a ladapakoldsi feladatra aktualizdlva a kovetkezot kapjuk: Egy adott

L lista és A algoritmus esetén legyen A(L) azoknak a lddédknak a szdma, amelyeket az

L listdban taldlhat6 targyak pakoldsdhoz hasznaltunk. Jelolje OPT'(L) az L listdban

taldlhato térgyak pakoldsdhoz sziikséges optimélis szamu lddat, tovabbd legyen R4 (L) =
A(L)

P Ekkor az abszolit approximécids ardny az aldbbi médon definidlhaté:

Ry=inf{r >1: Rs(L) <rVL}.
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Az aszimptotikus approximéciés ardny pedig ez lesz:
RY =inf{r >1: N >0,Ra(L) <r,VL:OPT(L) > N}.

A polinomidlis approximdcids séma (angol roviditése: PTAS) olyan algoritmuscsalad,
amely minden € > 0 szdmhoz tartalmaz egy abszolit értelemben vett (1+4-¢)-approximécios
algoritmust, amely algoritmus az inputtdl fiiggden polinomidlis 1épésszami. A teljesen
polinomidlis approximéciés séma (FPTAS) azt jelenti, hogy az algoritmusoktél nem csak
azt varjuk el, hogy az input méretében polinomidlis lépésszamiiak legyenek, hanem azt is,
hogy % -t6l fiiggben is legyenek ilyenek. Tovabbda APTAS, illetve AFPTAS esetén olyan
approximacios algoritmusok vannak megadva minden € > 0 értékre, amelyek csak aszimp-
totikus értelemben (1 + €)-approximdcios algoritmusok, egyébként az elébbiek teljesiilnek

rajuk.

5.11. A ladapakolas klasszikus algoritmusai

D. S. Johnson doktori dolgozata tobb, mara klasszikus ladapakolasi algoritmust tartal-
maz. Ezek egyike a ,Next Fit” (roviden NF) algoritmus [52].

Ennek sordn a targyak egy adott L lista szerinti sorrendben érkeznek. Egyszerre
csak egy ldda lehet nyitva. Ha a soron kovetkezo targy ebbe belefér, akkor beletessziik,
egyébként a ladat bezarjuk, és nyitunk egy madsikat, majd ebbe az djonnan megnyitott
lddaba pakoljuk bele a targyat. Ezt a miveletsort addig ismételjiik, amig a lista szerinti
sorrendben érkez6 targyak el nem fogynak. Mivel egyszerre csak egy laddt tart nyitva,
ezért ez helykorldtos algoritmus, ahol K = 1. A ,Next Fit” algoritmus implementa-
ciéja linedris id6 alatt lefut, vagyis a bemeneten 1év6 targyak szdm&anak emelkedésével
linearis médon emelkedik a futdsi id6. Az optimaélis megolddssal dsszehasonlitva NF-re
a kovetkezo teljesiil: NF(L) < 20PT(L) — 1, tetszoleges L lista esetén. A korlat éles,
vagyis a 2-es szorzé nem javithatd, vagyis az NF algoritmus aszimptotikus approximacios

aranya 2.
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Johnson madsik klasszikus algoritmusa a ,,First Fit”. Ennek sordn az L lista szerinti
sorrendben érkezo targyakbol eldszor veszi az elsot és beleteszi az egyediiliként megnyi-
tott, de még iires ladaba. A kovetkezd targy érkezésekor megvizsgdlja, hogy bele tudja-e
pakolni az elsé nyitott laddba, vagy sem. Ha nem fér bele az els6 lddaba, akkor nyit neki
egy masik ladéat és abba beleteszi. Barmelyik késébbi, soron kovetkezo targy esetén is
megvizsgdlja, az els6 lddat, hogy a tdrgy belefér-e. Ha igen, akkor az elsdbe teszi, ha
nem fér bele az elsébe, akkor megvizsgdlja, hogy a mésodik nyitott laddba belefér-e. Ha
belefér, akkor beleteszi, ha pedig nem fér bele, akkor nyit neki egy harmadik ladét, és igy
tovabb. Altaldnosan tehdt, a soron kovetkezd targyat a legelso olyan ladaba teszi, ahova
belefér. Ha nem taldl ilyen ldd&t, akkor a targyat egy 1dj ldddba teszi. Ezt a miiveletsort
ismétli addig, amig el nem fogynak a targyak a listarol.

A First Fit algoritmus aszimptotikus approximéciés ardnya régtdl ismert, és 1.7-tel
egyenld, 1971-ben ugyanis Ullman bizonyitotta [35, 75|, hogy bdrmely L lista esetén:
FF < 1.7T0PT + 3, tehat itt még az additiv konstans értéke 3. Az 1976-os [32] cikk

szerint pedig

FF(L) < (%OPT(L)L (1)

teljesiil, vagyis a ’76-os cikk a becslést F'F < 1.7TOPT + 0.9-re javitotta. Az abszolit
approximéciés ardanyra elszor Simchi-Levy [73] adott meg fels® becslést, miszerint az
legfeljebb 1.75. Ennek az ardanynak a becslését Boyar és téarsai [11] % ~ 1.7143 -re
javitottdk, majd Németh [67] % ~ 1.7119-re javitotta tovabb ezt az értéket. Az additiv
konstanst pedig a [80] cikk tovdbb cstkkentette a kivetkezd egyenldtlenség szerint: F'F <
1.7T0PT +0.7.

Végiil Dosa és Sgall [25] bizonyitotta hogy az abszolit approximécids ardny éles becs-
lese FF < |1.7TOPT]|. Ez azt jelenti, hogy ha az optimalis algoritmusnak a térgyak
ldddkba pakoldsahoz O PT mennyiségii ldddra van sziiksége, akkor a ,First Fit” algorit-

musnak mindig legfeljebb |1.7 - OPT'| szamu lada kell.

A [ First Fit Decreasing” algoritmus esetén a targyak mérete monoton csokkené az
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L targylistaban és a tdargyak ebben az L lista szerinti sorrendben érkeznek. Az aktudlisan
érkez6 tdrgyat mindig az elsé olyan laddba pakoljuk, ahova az belefér. A | First Fit

Decreasing” algoritmus esetén Johnson az aldbbi egyenlotlenséget bizonyitotta:

FFD(L) < %OPT(L) +4. (2)

Az additiv konstans értékével kapcsolatban 1991-ben Yue [81] igazolta, hogy az legfel-
jebb 1, majd 2013-ben [23] teljes bizonyitést adott az aldbbi egyenl6tlenségre:

FFD(L) < %OPT(L) + g (3)

és megmutatta hogy a g konstans mar nem csokkenthetd tovabb.

A Worst Fit” algoritmus esetén az el6szor érkezo targynak nyitjuk az elsé ladét és
abba tessziik. A tobbi tdrgy esetében pedig az aktudlisan érkezd targyat mindig abba
a nyitott ladaba tessziik, amelyik az Osszes nyitott lada koziil a legkisebb telitettségi,
tovabba az aktudlisan érkezo targy belefér. Amennyiben nincsen ilyen nyitott lada, akkor
nyitunk egy 1ij laddt és az aktudlis targyat ebbe az tjonnan megnyitott ldddba tessziik.
Johnson igazolta, hogy a Worst Fit algoritmus aszimptotikus approximéciés ardnya 2.

A Best Fit” algoritmus esetén az eldszor érkezé targynak nyitjuk az elsé ladat és
abba tessziik. A tobbi tdrgy esetében pedig az aktudlisan érkezé targyat mindig abba
a nyitott ldddba tessziik, amelyik az 6sszes nyitott lada koziil a legnagyobb telitettségii,
tovdbba az aktudlisan érkezd tdrgy bele is fér. Ha nincs ilyen ldda, az dj téargy egy tj
lddédba keriil. Désa és Sgall friss eredménye [26] szerint, BF'(L) < |1.7TOPT(L)| teljesiil,
és a becslés éles.

Az ,Any Fit” algoritmus az dltaldnositdsa a ,,... Fit” algoritmusoknak, amely esetén
az aktudlisan érkezo targyat beletehetjiik barmelyik olyan nyitott ldaddba, amelyikbe
belefér. Ha nincs ilyen nyitott ldda, akkor nyitunk egy j ladét és az aktudlis targyat
ebbe az tjonnan nyitott laddaba tessziik.

A ,Harmonic Fit” algoritmus esetén az egységintervallumot K darab I} (1 < k <
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K) részintervallumra osztjuk, ahol I, = (75,1, 1 < k < K és Ix = (0,%]. Az
aktudlisan érkez6 targy k tipusu, ha a mérete eleme az [ intervallumnak. Hasonl6an a
laddkat is K féle tipusba soroljuk, ezutan a k tipusu ldddba csak a k tipusu tdrgyakat
tehetjiik bele és mindegyik tipusi ladéabol egyszerre csak egy lehet nyitva. Ekkor minden
érkez6 targyat az aldbbiak szerint pakoljuk: legyen k az aktudlisan érkez6 térgy tipusa.
Ha van olyan k tipusi nyitott ldda, ahova az aktudlis targy belefér, akkor pakoljuk
oda, egyébként pedig zarjuk a nyitott £ tipusi ladat és nyissunk egy 1j, k tipusi ladat
és az aktudlis targyat tegyiik ebbe az tjonnan nyitott ldaddba. 1985-ben Lee és Lee
[61] bizonyitotta, hogy a limg .. Ry, hatdrérték megkozelitoleg 1.69103. Az online
ladapakoldsi algoritmusok kozott a jelenlegi legjobb a ,Harmonic++" algoritmus [72],
amely 1.588 -as aszimptotikus versenyképességi ardnnyal rendelkezik, a jelenlegi legjobb
alsé korlatot pedig, amely megkozelitéleg 1,5403, a [4] cikk tartalmazza.

Az offline algoritmusokkal kapcsolatban Fernandez de la Vega és Lueker [77] adtdk
meg az els6 APTAS-t, tovibbd Karmarkar és Karp [54] fejlesztette ki az els6 AFPTAS-t
(aszimptotikus teljes polinomiélis idejii approximécids séma).

Csirik és tarsai 2001-es cikkben [15] mutatték meg, hogy létezik APTAS a klasszikus
offline ladafedési problémsdra, ebben egy LP relaxaciét hasznaltak és megfeleld kerekitési
eljardst. A modszert finomitva, Jansen egy 2003-as cikkben [51] adott meg AFPTAS-t,

csokkentve a miiveleti valtozok szamén, igy javitott a futdsi idon is.

5.12. Lokilis keres6 mdédszerek, metaheurisztikak

Lokalis keresésen alapulé mdédszerek, mas néven metaheurisztikdk az utébbi b6 30 évben
jelentek meg.

A tabu keresés” olyan lokilis keresési mdédszer, amelynek alapja a mohd keresés
(mindig abba az irdnyba halad tovéabb, amely lokdlisan a legjobb). A memdridban tarolja
a régebbi dontések listdjdt, ez a tabu lista (vagyis a tiltott dllapotok listdja). Ez a
tabu lista véges méretii és a frissitése folyamatos. Abban az esetben, ha az 6sszes jobb

megoldds a tabu listdn szerepel, akkor elfogad roszabb megoldést is. A tabu algoritmus
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megaddsakor meg kell adnunk a kezdéallapotot, a kilépési feltételt (ez vagy egy adott
lépésszam, vagy ha nem sikeriil a célfiiggvényen javitani, vagy pedig csak meghatérozott
mértékben javul adott 1épésszdam utdn), a szomszédos dllapotokat, a célfiiggvényt, a tabu
feltételt (olyan feltétel, amely megakaddlyoz bizonyos allapot dtmeneteket) és a tabu
listat. Fred W. Glover alkotta meg az eljardst 1986-ban [42], és formalizélta 1989-ben
[40, 41]. A tabu keresés alkalmazhaté példaul az utazé iigynok probléma megolddséra is.
(Az utazo tigynok probléméban [70] adott néhdny varos, és ezek paronkénti tavolsaga, és
a feladat az, hogy taldljuk meg a legrévidebb olyan utat, amely sordn az ¢sszes varost
pontosan egyszer érintjiik.)

Az jevoliciés algoritmus” (angolul: ,Evolutionary Algorithm”) [64] olyan szto-
chasztikus kereso eljards, amely a probléma megolddsdt egy evolicios eljardssal keresi
[10]. A természetbdl meritette az Otletet: az evoluciéban a legéletképesebb a tuléld,

tovdbba ezaltal a j6 tulajdonsdgok oroklodnek tovabb. Harom f6 osztilya létezik, ezek:
e evoliiciés programozas
e evolicids stratégidk
e genetikus algoritmus.

Az ,evoliciés programozas”-t programkéd kifejlesztésére hasznaltdk fel Fogel és
tarsai 1966-ban gy, hogy a kddrészleteket mutdltak és ezek koziil valasztottak [30].

Késobb ,,evolicios stratégidk”-at hasznéltak, pl. Rechenberg 1973-ban repiilogép-
szérny optimalizalashoz [68].

Ezekbol fejlodott ki a ,genetikus algoritmus” médszere, amelynek alapvetd miivele-
tei a szelekcid, a keresztezés és a mutdcié. Az eljards ciklikusan egyidejiileg tobb megoldas-
sal (egyeddel) dolgozik. Fitnesz fiiggvényt alkalmaz az egyed jésdganak kifejezésére. A
szelekcié sordn sziiloket vdlogat a populdcio egyedei kozill. Rekombindciéval egy, vagy
tobb sziilé felhaszndldsdval utédokat allit elé. Mutdciéval megvaltoztatja az utédokat,
majd visszahelyezi egy 1j populdciéba tigy, hogy lecseréli az el6z6 populdciét. A lecserélés

torténhet adott ardny szerint is (mivel az el6z6 populécié egyedeibél is tarthat meg), vagy
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pedig a fitnesszfiiggvény alapjan donti el, mik lesznek az 1j populdcié egyedei. John Hol-
land formalizalta elészor a kovetkezd generdcié josdgat megjosolni képes keretrendszert
szémos megel6z6 kutatdsi anyag alapjén 1975-ben [46].

Thomas Bick és Frank Hoffmeister 1991-ben irt cikkében térgyal olyan evolicids
stratégiat, amely felgyorsitja a keresést bizonyos célfiiggvények esetén [3]. Brad L. Miller
és David E. Goldberg 1996-ban irt cikkében a zajnak a kivédlasztds miiveletére gyakorolt
hatdsat vizsgdlta [65]. Edmund Burke és tdrsai 2010-ben irtak a hiper-heurisztikus ku-
tatdsrol, amely sordn a heurisztika kivalasztdssal és a heurisztika generaldssal is foglalkoz-
tak [12]. A genetikus algoritmus médszere alkalmazhaté tovdbbd dinamikus rendszerek
viselkedésének elemzésére is [57].

Aa))

A | szimulalt hiités” egy masfajta lokalis keres® médszer [60]. Az elnevezés eredete a
szilard anyagok fizikai hevitési eljarasabdl szarmazik. Egy kristdlyos, szildrd anyaggal hot
kozolnek, majd engedik, hogy nagyon lassan lehiiljon, amig el nem éri a legszabdlyosabb
kristalyrdcs konfiguraciot (vagyis a legkisebb racsenergia dllapotot) és igy mentes lesz
a kristdlyhibaktol. Ha a hiités idozitése elegendden lassi, akkor a szilard anyag végso
konfigurdciéjaban jobb strukturalis integritast eredményez. A szimuldlt hiités kapcsolatot
teremt ezen termodinamikai viselkedés és a diszkrét optimalizdcids probléma globalis
minimumkeresése kozott, a kovetkezoképpen:

Az algoritmus egy megengedett megoldédsbdl indul, eztén véletlenszeriien vélaszt szom-
szédos éllapotot (megengedett megolddst) és ha a kiértékelt célfiiggvény jobb, akkor
tovabblép, ha pedig rosszabb, akkor csokkend valdsziniiséggel elfogadja akédr a rosszabb
allapotot is, ez biztositja azt, hogy a lokdlis optimumba nem fog beleragadni, onnan
ki tud 1épni. Tehdt ez is egy véletlenen alapulé keresési technika, ami annyiban tér el
a lokdlis kereséstol, hogy amig a lokdlis keresés mohé médon mindig a lokdlisan jobb
irdnyba halad, addig a szimuldlt hiités sordan egyre csokken6 valdsziniiséggel elfogadunk
lokdlisan rosszabb irdnyt is, azért hogy igy elkeriilve a lokélis szélséértékhelyekben rejlo
csapddakat, eljuthassunk a globdlisan legjobb helyre. A helyenkénti csokken6 valésziniiség

—(B=c)

meghatédrozasahoz adott P(temp) = e tmr  fiiggvényt haszndlunk, ahol az « jelenti az
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1. dbra. Példafiiggvény szimuldlt hiitéshez: a keresés hiitési szakaszdban ahogy a t id6
halad, gy exponencidlisan csokkend valdsziniiséggel fogadjuk el azt a véltozédst, ami ront
a célfiiggvényen.

aktudlis helyet (ahol az algoritmus éppen tart), a § azt a helyet jeloli, ahova a kovetkezd
lépést megtéve juthatunk és a temp pedig a szimuldlt hdmérsékletet jelenti. Tovdbba tel-
jesiil P(temp) — 0, vagyis egyre kisebb (nulldhoz tart) valésziniiséggel fogadunk el olyan
véltozdst, ami ront a célfiiggvényen. Ezt a médszert Scott Kirkpatrick, C. Daniel Gelatt
és Mario P. Vecchi dolgozta ki 1983-ban [56]. A szimulalt hiités mddszere alkalmazhaté
példaul fehérjék energiaszintjéhez tartozé globdlis minimumhely meghatarozéséhoz [79].

A  hangyakolénia” alapu lokdlis keresést a szamitdastudomanyban és az operacidéku-
tatdasban is hasznaljak. Val6szintiségszamitdsi technikdkon alapulé médszer, amivel eléggé
hatékonyan megoldhatéak olyan szdamitdasi feladatok, ahol grafokban kell megkeresni a
,jO” ttvonalakat. Az alapétlet a természetben is eléfordulé hangyakolénia viselkedésén
alapszik. A hangydk véletlenszeriien keresgélik a tapldlékot, majd amikor az egyikiik
taldl élelmet, akkor visszamegy a hangyakolénidba a taldlt élelemmel, mikézben feromon-
nyomokat hagy maga utdn. A tobbi hangya pedig, amint taldlkozik egy olyan ttvonallal,
ami tartalmaz feromont, akkor végigmegy rajta, remélve, hogy taldl még ott élelmet. Ha
talal, akkor szintén feromonnyomokat bocsét ki, mikézben hazaviszi a taldlt tdplalékot
és gy egyre er6sodik a feromonnyom illata. Ha mér nincs tobb tdpldlék, akkor nem

erositik az tutvonal illatét és igy idovel egyre kevésbé lesz érezhetd, mig végiil teljesen
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eltlinik. Ez az eltiinés voltaképpen lehet6vé teszi azt, hogy a keresés sordn ne ragadjanak
be egy lokalis optimédlis megolddsba. Denebourg és kollégdi vizsgaltdk eldszor a hangydk
viselkedését 1983-ban [16]. A hangyakolénia mdédszer alkalmazhaté példdul elektromos
dramkorok tervezéséhez [83].

A [ raj intelligencia” a decentralizdlt, 6nszervezddd (természetes, vagy mesterséges)
rendszerek viselkedésén alapszik. A rendszer egyszerii egyénekbdl all, akik egyszerii sza-
bélyokat kovetnek és habdr nincs kozponti kontroll ami megmondand az egyedeknek,
hogyan viselkedjenek, mégis a koztiik létrejovo interakcidk egy egységesnek mondhaté in-
telligens viselkedést alkotnak. Ezért a rajintelligencia magaba foglalja példdul a hangyako-
l6nia alapi lokalis keresést is. A rajintelligencia kifejezést eloszor Gerardo Beni és Jing
Wang ismertették 1989-ben [6]. A rajintelligencia médszer alkalmazhaté példaul rékel-

lenes nanorobotok kifejlesztésénél a rékos sejtek eltavolitdsara [62].

5.13. Optimalizdlas grafokban

Mivel dolgozatunkban gréafokban torténd optimalizélds is széba keriil, nagyon réviden itt
ennek bevezetésé-vel is foglalkozunk.

A G = (V, E) rendezett péart grafnak nevezziik [38], ahol a V' halmaz a csicspon-
tokat, az F halmaz pedig a csicspontokat Osszekotd éleket tartalmazza. A graf rendje
egyenld a csicsainak szamdval (|V]), a graf mérete pedig egyenld az éleinek szamédval
(|E|). A graf lehet irdnyitott (az él egy adott csicsbdl indul ki és egy adott csticsba
mutat), vagy irdnyitatlan, silyozott (az élekhez vagy csucsokhoz nemnegativ silyokat
rendeliink) vagy stlyozatlan, egyszerii (irdanyitatlan, csak egyszeres élekkel rendelkezik és
nem tartalmaz kort), teljes (minden csicsbdl megy él minden csicsba) vagy tobbszorss
élekkel is rendelkezhet két csticspont kotott.

A grafban 1év6 it a kovetkezd: egymashoz csatlakozo élek véges sorozata. Ha a graf
silyozott, akkor a grafban 1év6 u és v csticspontok kozotti legrovidebb it az u és a v
cstcspontokat gy koti ossze élekkel, hogy a két csticspontot dsszekoto éleket tartalmazo

¢élhalmaz éleinek 6sszsilya a lehetd legkevesebb.
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A grafban 1év6 fa osszefiiggd és kormentes részgréafot alkot. A minimalis feszitofa
pedig olyan fa a grafban, amelynek élei a grafban 1é6v6 6sszes csticspontot 6sszekotik olyan
¢lekkel, amely éleknek az 6sszstilya a leheto legkevesebb. Iranyitott esetben azt a csticsot,
amibe nem megy él, de onnan megy tovdbb él, gyokérnek nevezziik. Azt a csicsot pedig
amelybe megy él, de onnan mar nem indul ki tovabbi él, levélnek nevezziik. Azt az
irdnyitatlan grafot, amely egy, vagy tobb fabdl dll, erdének hivjuk.

A grafok szinezése azt jelenti, hogy szineket (szdmokat) rendeliink a gréf csicsaihoz
(vagy éleihez). A gréafot akkor szineztiik ki ,,jol”, ha az osszekotott cstcsok (illetve
érintkez6 élek) eltérd szintiek és a szinezéshez a lehetd legkevesebb szint haszndltunk.

A grafokban egy adott kezddcsicsbdl kiindulva megkereshetiink egy csicsot tigy, hogy
a kezd6cstcsbdl dtlépiink az egyik szomszédos (vagyis a kezdbcsicesal 6sszekdtott) csics-
ra és innen tovabb egy maésik szomszédos csicsra, amig meg nem taldljuk a keresett csi-
csot. Az alapjdn, hogy melyik szomszédos csicsot védlasztjuk, megkiilonboztetiink szé-
lességi és mélységi keresést is. Mélységi keresésnél addig nem lépiink vissza egy mar
érintett csicsra, amig el nem értiink egy levélig. Szélességi keresésnél pedig eldszor
az azonos szinteken 1évé cstcsokat érintjiik, majd ha maéar nincsen tobb csics az adott
szinten, akkor megyiink eggyel tovdbb a kovetkezd szintre (az elsé szinten a gyokértol egy
élnyi tévolsdgra vannak a csicsok, a masodikon pedig kettére és igy tovabb). Dijkstra
1959-ben [17] kifejlesztett egy olyan mohé algoritmust, amivel irdnyitott, vagy iranyitat-
lan gréfokban lehet megkeresni a legrévidebb utakat egy adott csticspontbdl kiindulva,
nemnegativ élsilyok mellett. Land és Doig 1960-ban [59] kifejlesztett egy korlatozas és
szétvalasztas (Branch and Bound) nevii algoritmust, amely egy dltaldnos kereteljéras,
amelynek kiilonbozo konkrét alkalmazédsai igen hatékonyan képesek megoldani kombina-

torikus optimalizaldsi feladatokat (pl. az utazé iigynok problémét is).

5.14. NP-teljes feladatok

A P osztaly a polinom idében megoldhaté problémékat tartalmazza, vagyis minden

olyan problémé&t, amelyhez létezik olyan &k konstans, hogy ha a probléma n hosszi be-

26



menetbdl 4ll, akkor az O(n¥) id6 alatt megoldhats. Az NP osztdly tartalmazza azokat
a problémakat, amelyek polinom idében ellendrizhetéek (vagyis a megoldds helyességét
polinomidlis idében le lehet ellenérizni). Lésd: [33, 34]. Minden P-beli probléma az
NP osztélyba is beletartozik. Azonban az maig nyitott kérdés, hogy P osztély valodi
részhalmaza-e az N P osztdlynak [31]. Az NP-teljes problémak osztalydba azok a prob-
lémék tartoznak, amelyek legaldbb olyan nehezek, mint barmely N P-beli probléma. Ha
az N P-teljes problémék koziil akdar csak egy is megoldhaté polinomidlis idében, akkor
minden N P-beli probléma is megoldhaté polinomidlis idoben. Szémos N P-teljes feladat
létezik, ilyen példéul a grafszinezés, minimalis feszitéfa, 3-particié probléma, ladapakolas
és hatizsak feladatok.

Particiés problémanak nevezziik azt a feladatot, amikor el kell donteni, hogy egy
adott pozitiv szamokbdl &ll6 véges halmaz két részre oszthaté-e tigy, hogy az els6 hal-
mazban 1év6 szamok dsszege egyenld a masodik halmazban 1év6 szamok osszegével. A 3-
particiés probléma esetén adott egy 3n darab szamot tartalmazé halmaz, és feltessziik,
hogy a szdmok mindegyike }L és % kozotti szdm. Azt kell eldonteni, hogy kivalaszthaté-e
n darab hdrmas dgy, hogy barmely hdrmas 6sszege éppen 1. A 3-particiés problémara
nincsen pszeudo-polinomidlis idejii algoritmus, kivéve, ha P = NP [33]. A particiés
probléma altaldnositdsa a ladapakoldsi probléma.

A bevezetés végén megemlitjiik még, hogy minden bizonyitds végén, a bizonyitas
lezdrasaképpen a kovetkezo jelolést hasznéljuk: § Hasznos szimbolum, jelentése: ,,Bi-
zonyités vége, mert ezt kellett bizonyitani”!.

Eredményeinket az aldbbi tudoméanyos kozleményekben publikéltuk:

A doktori értekezés témdjahoz kapcsolédik a kovetkezd harom SCI folyéiratcikk [8, 14,
78], egy magyar nyelvii cikk [5], valamint a kvetkez® két konferencia kiadvény: [9, 19],

és a [7] kézirat.

'Eredetileg Euklidész hasznélta bizonyitdsai lezdrdsaképpen a ,omep eder der€an" (héper édei deixai)
kifejezést, roviditve: O.E.A. Az 1600-as évektdl latinul is hasznaltdk: ,quod erat demonstrandum",
roviditve: Q.E.D. Ezzel jelolték, hogy a bizonyitds teljessé valt, mert elérték a sziikséges eredményt.
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6. Ladapakolss (illeve fedés) szallitassal

E fejezetben bevezetiink egy djfajta feladatot, amelyben lddapakolds és széllitds egyszerre
torténik. Kordbban is foglalkoztak mar hasonlé feladattal, lasd Ivanyi és Kaitar [50] cikke,
amely egy husszallitassal kapcsolatos gyakorlati problémat, illetve annak megolddsat tér-
feladat az aldbb ismertetend® 1. modell azon speciilis esete, amikor a C' listaban a ladak
minden lehetséges pakoldsdhoz megtaldlhato egy lada a pakoldsi koltsége plusz a szallitdsi
koltség (a megfeleld cstcsok kozotti minimdlis Hamilton-kor hosszdnak b-szerese).

Hasonld, de iitemezés és szdllitds kombindciéjédt tdrgyald cikk példdul [84].

El6szor tehdt néhdny lehetoséget vesziink sorra, amelyek mindegyikében valamiképp
a ladapakolds és a széllitdas kombinédlhat6. Fzek rokon feladatok, de ezek koziil majd csak
egyet fogunk a késébbiekben vizsgdlni. Az aldbb ismertetett hét modell megtaldlhaté
a [1] publikdciéban. Az 1j feladat megolddsa sorén egy 1j megolddsi médszert, illetve
lehetséges megkozelitést is bemutatunk. L&éssunk tehdt néhany lehetOséget arra, ahogy
definidlhatunk egy olyan feladatot, amely lddapakoldsi/fedési feladat és széllitasi feladat
egyszerre.

I. A targyak online médon, egy L = (p1,...,p,) lista szerint érkeznek, ahol a t-edik
tdrgy mérete p; minden 1 < t < n indexre. A targyakat ezen L lista szerint pakoljuk
egyenként, az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a tdrgyak egységnyi id6 elteltével
érkeznek egyesével, tehat a t-edik targyat a t-edik idopontban pakoljuk bele valamely
ladaba. Tovabba adott egy maésik lista: C', ami a fedett laddkra vonatkozé széllitési
koltségeket tartalmazza. Ez a C lista pedig a ¢; értékeket tartalmazza, ahol a ¢; érték a
t idépontban zart és fedett laddkra vonatkozo szallitési koltséget jelenti.

A modell lehet online, vagy offline. Az online esetben nem ismerjiik elére a listdkat. Az
offline esetben minden informaéciot elore tudunk a C' és az L listdkrdl, de a pakoldsnak
a listdk szerint kell torténnie. Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben, amikor egy
ij targy érkezik, azonnal pakolnunk kell azt az 1j targyat egy olyan ldddba, ahova az

belefér, vagy nyitnunk kell egy 1j laddt. Ekkor lehetdségiink van arra is, hogy bezarjunk
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néhdny lddat, ha szeretnénk. Ha bezdrjuk a ldddt éppen az utdn, miutdn felfedtiik a
kovetkezo targy méretét és belepakoltuk a ladédba, akkor azonnal széllitjuk a lezart ladat
és kifizetjiik a ¢; széllitasi koltséget. Lehetoségiink van arra is, hogy ebben az idépontban
tobb ladat is lezarjunk. Az is megengedett, hogy egyetlen lada se legyen lezdrva, vagyis
az éppen érkezo targyat beletessziik abba a ldddba, ahova az belefér, és nyitva hagyjuk
az Osszes ladat. Ezt azért tessziik, mert ha idével csokken a szdllitdsi koltség, akkor arra
idozitjiikk a laddk lezarasat és szallitasdt. Amikor vége a sorozatnak, az sszes nyitott
ladat szallitani kell az aktudlis (végleges) szallitdsi aron. A cél az, hogy a teljes szallitdsi
koltséget minimalizdljuk. Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha ¢; = 1 minden ¢
esetén, akkor az online esetben a tisztdn online ladapakoldsi feladatot kapjuk, ami azt
jelenti, hogy ez a feladat az dltaldnositdsa az online lddapakoldsi feladatnak.

I1. Hasonl6 fedési feladat adhaté meg a kovetkezd médon: a t-edik targy a ¢t idében
érkezik. Amikor az I; targy megérkezik, akkor azt a tdrgyat azonnal bele kell pakolnunk
egy laddba. A t-edik idépontban az is lehetséges, hogy ha akarjuk, akkor széllitjuk a
fedett lddédkat, ekkor ¢; jelenti az aktudlis, ideiglenes hasznot, amit a lada széllitdsa (és
a benne 1év6 tartalom értékesitése) utan kaptunk. Csak a fedett laddkat engedjiik meg
szallitani, és a haszon aktudlis értékét kapjuk meg. A célunk ebben az esetben az, hogy a
szallitott ladak utdn kapott hasznot maximalizdljuk. Abban az esetben, ha a pakoldsok
és széllitdsok utdn még marad olyan ldda, amit nem zartunk le, akkor azok utdn nem
kapunk hasznot, mert nem szallithatjuk azokat. Fz a feladat is az dltaldnositdsa a tisztan
online ladafedési feladatnak abban az esetben, ha ¢; = 1, minden ¢ esetén.

ITI. Abban az esetben, ha a koltség/haszon fiiggvény linedris (vagyis C'(t) = At + B,
ahol: A, B > 0), akkor egy specidlis, &m még mindig érdekes véltozatat kapjuk az elébb
definialt feladatoknak, ugyanis ekkor a koltség/haszon fiiggvény jovobeli véltozdsa el6re
ismert. Tovébbi érdekes valtozat az, ha a C(t) fiiggvény szakaszonként konstans fiiggvény.
Példaul C; hasznot kapunk (vagy C koltséget fizetiink), ha a lada fedett és szallitott egy
elére meghatarozott T id6 elott és csak Cy < ) hasznot kapunk abban az esetben, ha

ez az elére meghatarozott T' id6 mér letelt.
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IV. Az 1. feladathoz hasonlé (de azzal nem azonos) feladat lehet a kivetkezd: barmely
t idopillanatban vesziink egy ladat c; dron, és ezt a lddat hasznélhatjuk arra, hogy az
aktudlis targyat belepakoljuk és a kovetkezd targyakat is, ha beleférnek. Kezdetben
nincsen nyitott ldda, tovdbbda egy laddt minden bizonnyal meg kell venniink ¢; &ron,
de utdna méar eldonthetjiik azt, hogy akarunk-e venni még ladat az aktudlis dron, vagy
az aktudlis targyat a mar megnyitott lada, vagy ldddk egyikébe pakoljuk, ha az belefér
valamelyikbe. A célunk az, hogy a lehet legkisebb koltséggel pakoljuk az dsszes targyat a
ldddkba. Abban az esetben, ha ¢; = 1 minden ¢ esetén, akkor a tisztan online ladapakolési
feladatot kapjuk.

V. A kovetkez6 egy ladafedési feladat. Minden fedett ldda utdan kapunk hasznot, de
a lddafedéshez sziikséges id6 novekedésével csokken a ladaszallitdsakor kapott haszon.
Bevezetiink tehat egy G(k) > 0 monoton novekvd biintetofiiggvényt, ahol £ > 0. Ha
valamely laddba pakolt targyak minimaélis és a maximadlis indexeit kivonjuk egymasbol,
akkor megkapjuk a biintetofiiggvény k argumentumédt. A célfiiggvény a fedett ladak
szdma minusz az Osszes biintetés. Ekkor tehdt célunk az, hogy minél tobb ladéat fedjiink
és ezzel egyiddben az sszes biintetést minimalizdljuk. A két cél nyilvdn ,egymds ellen
dolgozik”. Abban az esetben, ha a G(k) = 0, akkor a tisztédn online lddafedési feladatot
kapjuk.

VI. A targyak ismét online médon érkeznek. Amint egy tdargy megérkezik, azt azonnal
pakolnunk kell az egyik laddba, kivéve, hogy van egy K méretii pufferunk, amelynek
segitségével legfeljebb K darab tdrgy pakoldsa késleltethetd. Tehat itt tarolhatunk ide-
iglenesen legfeljebb K darab tdrgyat, ezeket végiil majd szintén el kell pakolni, és amely
targy egyszer mar kikeriilt a pufferbdl, az oda mér nem tehet6 vissza.

Az eljards végén, ha mdr nem érkezik tobb targy, akkor az esetleg még pufferben
maradt targyakat is bele kell pakolnunk a laddkba. A térgyak varakozasi idejét biintet-
hetjiik is: ha zdrunk egy lddéat és szallitjuk, akkor G(k) > 1 koltséget kell fizetniink
a szallitott ldda utdn, ha k£ < K tdargy van jelenleg a pufferben. A cél az, hogy az

Osszes targyat gy pakoljuk a ldddkba, hogy az Osszkoltség minimaélis legyen. Ha a
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G(k) = 1, akkor az online lddafedési feladatot kapjuk. Ha G(0) = 1 és G monoton
novekvo, akkor az elébbinek egy dltaldnositdasat kapjuk, ahol a puffer egyrészt segiti a
,jO” pakolds elvégzését, masrészt ennek haszndlata pénzbe kertil.

VII. Végezetiil definidlunk még egy fedési feladatot: egyszerre legfeljebb csak K darab
lddat tartunk nyitva. Ha fedtiink egy lddat, akkor azt azonnal szallitjuk. Itt a pakoldsi
eljaras késése az egyszerre nyitva tartott ladak szamadval ardnyosan novekszik. Vagyis
ha pontosan 1 < k£ < K darab ldda van nyitva abban a pillanatban, amikor valamely
nyitott ldda fedetté valik, akkor a G(k) > 0 monoton cstkkend haszonfiiggvény alapjan
szamitott hasznot fogunk kapni a fedetté vilt lada zédrdsa és szallitdsa utdn. A cél az,
hogy maximalizaljuk az dsszes hasznot. A tovdbbiakban részletesen csak ezzel a modellel
fogunk foglalkozni.

A kovetkez6 fejezetekben (ladafedés széllitassal, offline és online esetek) targyalt ered-

ményeink az [5, 7, 8, 9] publikdciéinkon alapulnak.

6.1. Valés alkalmazas

Egy kisebb konzervgyarban kézzel pakoljdk a gyiimolcsot dobozokba, a gyiimolces egy
ablakon keresztiil érkezik, egy rakodémunkds van az ablak tuloldaldn, aki ezt a felada-
tot végzi. Minden ldddba legaldbb adott s dGsszsilyd gyiimdlesot kell pakolni, de nyil-
van nem érdemes tobbet pakolni, mint amennyit muszdj. (Tehét ez egy fedési feladat.)
Természetes azt feltételezni, hogy a pakolé munkds nem tud tul sok lddat egyszerre
kezelni, tovabba minél tobb ldddaval dolgozik, ez anndal tobb idot igényel tole, és a fe-
ladat egyre bonyolultabb lesz szamadara. Egy lada lehet: nyitott, vagy zart. Valamely
ladat akkor tekintiink nyitottnak, ha még pakolni kivinunk bele. A ldda zdrt, ha
mér nem pakolunk bele tobbet (mert mar van benne s osszsilyd térgy). Tehdt a
kovetkez6 észrevételeket tehetjiik: Egyrészt, igyekeznie kell minél jobb fedést generdlnia
(vagyis mindegyik ldda legyen telepakolva, de ne tilsdgosan: a ldddba pakolt gyiimél-
csok Osszstilya legyen legaldbb s, de azt ne nagyon haladja meg), ami nem koénnyti feladat,

minél kevesebb nyitott ldda van, anndl nehezebb. Mdsrészt mivel a gyorsasdg is szdmit,
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érdeke, hogy egyszerre lehetdleg kevés széamu ldda legyen nyitva, vagyis kevés lehetoség
koziil kelljen valasztania. Az elébbi két érdek egymaésnak ellentmond, a dobozba pakolé
személy céljat ezért vigy szimuldlhatjuk, hogy minden fedett ldddért pénzt kap (emiatt
érdemes sok ladat telepakolnia, vagyis j6 fedést készitenie), de mésrészt, ahogy a nyitott
ladak szama novekszik, egyre kevesebb pénzt kap egy-egy fedett ldddért (vagyis érdemes

kevés nyitott laddval dolgoznia).

6.2. Alapfogalmak

A tovdbbiakban eldszor megismételjiik a lényegesebb fogalmakat, amelyeket a feladat
megolddsa sordn haszndlunk. Majd bemutatunk néhény természetesen adédé algoritmust
az elobb definidlt problémara.

Lédapakolds: Adott p; (ahol: i = 1,...,n) méretii tdrgyakat kell pakolunk minimélis
szamu ladédkba gy, hogy a laddkba pakolt targyak osszmérete nem lehet nagyobb, mint
a ladak kapacitdsa, amit egységnyinek vesziink.

Ladafedés: A ladat fedettnek tekintjiik, ha a laddba pakolt targyak osszmérete legaldbb
akkora, mint a ldda kapacitdsa.

Ladaszéllitas: A fedett 1ld4dat azonnal szallitjuk (t6bb targy ebbe a széllitott ladaba
mér nem pakolhato).

Haszonfiiggvény: A széllitott ladak utan kapott haszon: G : {1,..., K} — R, ahol k

a fedett ldda szallitdsakor az egyszerre megnyitott laddk szama (1 < k < K). A G(k)
fiiggvényrol feltessziik, hogy pozitiv, monoton nem novekvo fiiggvény. Ilyen célfiiggvény
példaul a G(k) = 10.1—0.1-k fiiggvény, ami K = 3 esetén: G(1) = 10,G(2) = 9.9,G(3) =
9.8, vagyis itt a fedett lada utdn kapott haszon éppen hogy csak egy kicsit csokken, ahogy
a nyitott lddak szdma no.

Ladafedés szallitdssal: Az 1j feladat, amivel a disszertaciéban foglalkozunk. Ez a

feladat a ladafedési feladat dltaldnositdsa. Ebben az tj feladatban nem csupdn a ladak
pakoldsdnak josdga alapjan mindsitjiik a feladatot megoldé algoritmusunkat, hanem az

a célunk, hogy a széllitott laddk utdn kapott haszon maximélis legyen.
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6.3. Jelolések

A kovetkez6 jeloléseket fogjuk alkalmazni.

L: lista, ami a pakolandé targyak méretét sorban tartalmazza.

p;: az i-edik pakolandé targy mérete.

G(k): haszonfiiggvény, ahol: k az aktudlisan nyitott ldddk szama.

I: input, az adott A algoritmushoz tartozé adatok, amelyek az induldshoz sziikségesek
(pl.: L és G(k)).

DN F': Duél Next Fit algoritmus, mindig csak egy nyitott ldddba pakolja a targyakat.
Amint megtelt egy ldda, azt bezdrja, és nyit egy djat a kovetkezd targynak.

H(K): Harmonic algoritmus, mindig csak a hasonlé mérettartomanyba tartozé tér-
gyakat pakolja egyméshoz.

SH(K): Smart Harmonic algoritmus, a H(K) javitott véltozata, késébb definidljuk.

Mask(a, B, K): Maszk meta-algoritmus, egy 1j, altalunk kifejlesztett algoritmus-

csalad.

6.4. Offline eset

Eloszor a feladat offline véltozatdval foglalkozunk, vagyis elore ismert az L lista, amely
szerint a tdrgyak érkeznek. Azonban tovdbbra is fennéll, hogy a targyakat e lista szerinti
sorrenden kell pakolni!

Kozismert tény, hogy mind a lddapakoldsi, mind a lddafedési feladat megoldédsa N P-
nehéz, vagyis az offline optimédlis megoldds megtaldldasdhoz exponencidlisan sok 1épés
is sziikséges lehet. Sok esetben azonban nem &ll rendelkezésiinkre ennyi id6, viszont
megelégsziink a feladatnak elég jo, kozel-optimaélis megolddsaval is. Az online esetben
(amikor a térgyak egyesével jonnek, és amint megjelenik a kovetkezd térgy, azonnal
kénytelenek vagyunk azt valamely ldddba pakolni, nem ismerve az input tovdbbi részét)
altaldban még nehezebb a feladat, tehdt még olyan jé megoldast sem tudunk konstrudlni,

mint az offline esetben.
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2. dbra. Pakolasi lehetoségek 3 targy és 2 lada esetén.

Az offline eset megolddsat szemléltetjiik az aldbbi feladaton: pakoljuk a targyakat
legfeljebb 2 laddaba, ahol a ladaméret 10 egység. Legyen L = {6,4,...}, vagyis az elsd
két targy mérete 6, ill. 4.

A 2. dbra megadja azt az irdnyitott, tsszefiiggd és kormentes (fa-)grafot, ami az dsszes
lehetséges pakoldsi 1épést tartalmazza. A graf gyokere (az els6 cstics, amelybdl kiindul
él, de oda nem vezet él) a kiinduldsi helyzetnek felel meg, ahol még egyetlen tdrgyat sem
pakoltunk és a ladék iiresek. Innen azért agazik tovabb két csiics, mert az elsd érkezo
targyat (p1) vagy az els6 (Bj), vagy pedig a mésodik (Bs) ldddba pakoljuk. Tehat két
lehetéség van, az algoritmus a tdrgyat az els6 ladaba, vagy a mésodik laddba pakolja. A
graf levelei (azok a csticsok, amelyekbdl nem indul ki él) adjdk meg azt, hogy a masodik
targy (p2) az els6, vagy a masodik laddba keriil. Mivel a megoldédsok kiértékelésénél a
graf leveleit kell osszehasonlitanunk, ezért ha meg szeretnénk taldlni a legjobb pakolést,
akkor grdaf alapi keresé algoritmust alkalmazhatunk a lddapakoldsi algoritmusok 1épéseit
tartalmazo fa-grafon.

Mivel azonban a feladat mérete nagyon nagy lehet, vagyis akar 5000 térgy és 100 lada
is elofordulhat, a graf nagyon nagy méretii lenne.

Ha a tdrgyak nem sorba rendezetten helyezkednek el az L listdban, az offline opti-
mum értékének kiszamitdsa NP nehéz, mert e feladatnak részfeladata a 3-PARTICIO
probléma. Amennyiben G konstans fiiggvény, akkor a klasszikus (VP nehéz) ladafedési
problémat kapjuk, ha G nem konstans, akkor a feladat megolddsa még nehezebb lehet.
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Az alabbi tétel segitségével azonban elég pontosan jellemezheté az altalunk definidlt
ylddafedés szdllitdssal” feladat. Lényegében az deriil ki, hogy az offline feladatot hatéko-
nyan meg tudjuk oldani, még az altalunk definidlt altaldnos esetben is, ha az dsszes
targyméret ,elég nagy”. Viszont édltaldban az offline feladat megoldédsa is nehéz, nem
remélhetd, hogy polinomiédlis futdsidejii algoritmussal, az optimum értékének legaldabb a
g—ét megkapjuk, tetszoleges input esetén. Mds széval, nem létezik APTAS a feladatra,
feltéve hogy P # N P.

Az offline optimum meghatdrozdsdval kapcsolatban tehat az aldbbiakat allithatjuk:

1. tétel. Legyenck K és b adott pozitiv egészek, G : {1,..., K} — Rt tetszbleges
haszonfiigguény és ¢ > 0 adott valds konstans. Ekkor:

(i) Ha az input dsszes elemére teljesiil az, hogy az elemek mérete legalabb c, akkor barmely
adott L listdra az offline optimum értéke polinomidlis idoben meghatdrozhato.

(ii) Tovabbd ha az inputra még az is igaz, hogy legfeljebb b kilonbozo méretti elem van
benne és egyik elem mérete sem kisebb, mint c, akkor bdarmely adott L-re az offline opti-
mum linedris idoben is meghatdrozhato.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszoleges pakoldsi eljardst, ami megadja a feladat
megolddsat, ezzel egyiitt tehdt a By,...,B,, laddkat is. Mivel bdarmely pillanatban legfel-
jebb K lada lehet egyszerre nyitva, ezért létezik egy A : {1,...,m} — {1,..., K} cimkézés
igy, hogy nincs két egyforma cimkéjii ldda egyidoben nyitva. Miutdn adott ez a hoz-
zérendelés, minden olyan térgy, amit a B; ldddba pakoltunk kaphat egy A(B;) cimkét.
Innentdl fogva minden lehetséges pakoldsi eljards meghataroz egy sorozatot {1,..., K}"-
ben; és forditva is, minden ilyen sorozat egyértelmiien meghatdroz egy pakolasi eljarast.
Annak ellenére, hogy a sorozatok lehetséges maximélis szama K", belatjuk, hogy OPT
kiszamithat6 polinomiélis (vagy akdr linedris) szdmu lépésben.

Jegyezziik meg, hogy egy megoldés értéke kiszamithaté a hozzd tartozé sorozatbol.
Valéban, lépésrol 1épésre megadhaté a nyitott ldddk tartalma, ezaltal azonosithaté a
pillanat, amikor egy ldda fedetté vdlik. Megnézhetd, hogy abban az adott pillanatban

mennyi az egyszerre megnyitott ladék szama és végiil ezéltal kiszdmithaté a G-hez tartozé
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Osszérték.

Réadasul minden egyes lépésnél az aktudlis helyzethez tartozé sziikséges informécio
jellemezhet6 az el6zdekben lezarult laddkhoz tartozé G értékek osszegével és a nyitott
ladék jelenlegi tartalméval (telitettségi szintjével). F& észrevételiink az, hogy minden
egyes lépésben ezen jellemzok lehetséges szama az n polinomjaval feliilrél korlatos az ()
feltétel teljestilése esetén, és ez a szdm konstanssal korldtozhaté feliilrél, az (ii) feltétel
esetén. Nem &ll szdndékunkban az el6bb emlitett fels6 korldtokat pontosan meghatérozni,
csak egy durva felsé becslést adunk, de ez még mindig elegend6 lesz a tétel bizonyitasahoz.

(i) bizonyitasa. Legyen m = \_%J . Ekkor béarmely m+ 1 targy teljesen fed egy ladét,
ezért legfeljebb M = i (7;) kiilonb6z6 részhalmaz lehet a tartalma barmely nyitott, de
még nem fedett lédérllzalk. Igazak a kovetkezéek is: m < 2 és M = (14 0(1))(") =
%, hiszen n — oo (¢ és m rogzitettek).

Az eljaras barmelyik 1épésében, ha i szamu ldda van nyitva, akkor a tartalmukat
legfeljebb (]‘f) = % kiilonboz6 lehetséges médon valaszthatjuk meg, (If) mo-
don lehet kivédlasztani az aktudlis cimkéket és i! médon lehet ezeket a laddkhoz ren-

K
delni. gy a legfeljebb K szému nyitott lidshoz legfeljebb M* := > (*)(%)il < (1 +

=0

K 1 (
o(1)) 2) (If) (Lnl]') < ([ " + o(1))n'c -féleképpen tartozhat valamely cimke és

részhalmaz, minden egyes 1épésben. Mivel K és ¢ konstans, az n kitevoje feliilrol korlatos

1=

és a szorzoja meglehetosen kicsi.

Ezen megfigyelések alapjdn egy hatékony, dinamikus programozas jellegii algoritmust
készithetiink. A t-edik 1épés kezeli a p; targyat. t = 1,2,...,n-re ki fogjuk szamitani
az aktudlisan nyitott laddk Osszes lehetséges tartalmét és ezen tartalmakhoz tartozo
maximalisan elérhet6 hasznot (amely az el6zéekben mér elszallitott lddakhoz tartozé G
értékek Osszege).

Kezdetben az 6sszes ldda tires. Ha k; ldda van nyitva valamely konfiguraciéban a p;
targy kezelése utdan, akkor k; vdlasztési lehetoségiink van, hogy a p,,1 targyat a nyitott
ladak egyikébe tegyiik; tovabba ha k; < K, akkor van egy olyan lehetdségiink is, hogy

prr1 pakoldsdhoz egy tovabbi lddat nyissunk. Ez lehet hogy noveli, vagy nem noveli a
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konfiguracié jelenlegi hasznat attdl fiiggden, hogy valamely nyitott ldda fedetté vilik,
vagy sem. Igy nem t6bb, mint M* kiilonboz6 konfiguracié fordulhat eld. Néhdnyuk
lehet, hogy a t 1épés tobbféle konfigurdciéjabdl is adddik; mindegyikre vdlasztunk egyet,
amelyikre a legnagyobb hasznot kapjuk az adott konfiguraciéval a p,,; targy elhelyezése
utdn és az 1ij konfigurdcidhoz megjegyezziik az elddjét.

Miutén az osszes eloszldst megadtuk p,-hez, az offline optimumot a legnagyobb ha-
szonnal értiik el. A fenti szédmitdsbol kivetkezik, hogy az algoritmus O(n“g) futésidejii,
ahol az O-ban elrejtett konstans meglehetésen kicsi.

(ii) bizonyitdsa. Legyen ismét m = L%J, ami a nyitott, de még nem szallitott
ldadaban 1év6 targyak szamanak egy fels6 korlatja. Ha egy nyitott ldda pontosan j targyat

tartalmaz (1 < j < m), a lada jelenlegi telitettsége meghatarozhaté a térgyak szdmanak

b—1+j

eloszldsdbdl, amely egyike a legfeljebb ( ;

) kiilonb6z6 kombindciéonak a lehetséges
kiilonb6z6 b szamu értékbél (ami j rendezetlen elem m szamossdgi halmazabdl torténd
ismétléses valasztasdval adodik). Ezért egy nyitott ldda telitettsége nem vehet fel t6bb
értéket 0 és 1 kozott, mint: i (bfj.ﬂ ) < (bjnm)

Ez osszességében azt jelé;‘éi, hogy i (1 = 1,..., K) cimkézett és nyitott lada esetén
kevesebb, mint i (bjnm)l(lf )z’! kiilonboz6 eset van barmely t-re. Ezért a fent bemutatott
algoritmus esetézz,1 minden egyes lépésben korldtos szamu telitettség eloszlast vizsgaljunk
meg. Kovetkezésképpen a p,-hez tartozé legjobb G érték O(n) idében hatarozhaté meg.
Eszerint n 1épés alatt visszakereshetd az a sorozat {1,..., K'}"-ben, ami felveszi az opti-
mumot. FEz a sorozat meghatdroz egy optimaélis pakoldsi eljarast. n

Ezek utdn megmutatjuk, hogy nem létezik asszimptotikus polinomidlis idejli appro-
ximécios séma (APTAS) az offline problémadra (az trividlis hogy PTAS nem lehetséges).
Ezzel kapcsolatban az aldbbi allitast fogalmazzuk meg:

2. tétel. Tetszoleges K > 2 wdlasztds esetén, kelloen megudlasztott G haszonfiigg-
vény esetén létezik olyan L listdk osztdlya, amely esetén nem létezik olyan polinomidlis
1dejti algoritmus, ami g—nél jobb (abszolut vagy aszimptotikus) approximdcids ardnnyal

rendelkezik, feltéve hogy P # NP.
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Bizonyitis. Megmutatjuk, hogy a kovetkezo vélasztas megfeleld (az utolsé rész csak
akkor alkalmazhat6, ha K >3): G(1) =1, G(2) =1, G(3) =,...,= G(K) =0.

Bemutatjuk a targyak egy dltaldnos osztdlyat, ami a kovetkezd részsorozatokbdl &ll.
Eldszor, az (a) fazisban sok kicsit targy érkezik, melyek osszmérete 2. A (b) fdzisban
érkezik két nagy targy, mindkettd 1 méreti. E két fazisban jovo targyak egyiittesét
tekintjiik egy csomagnak (vagy ,batch”-nak) a sorozatban. A sorozat n darab ugyanolyan
csomagbdl all. Feltételezziik, hogy létezik egy felosztédsa a sok kicsi targynak két egyenld
osszmeéretil részre (vagyis 1 + 1 Osszméretii részekre), de a kicsi targyak sorozatdnak
semelyik kezdd részének az osszmérete nem egyenld 1-el. Az (a) fazisra ez azt jelenti,
hogy a klasszikus Particié probléméra, a ,,pozitiv esetek nehezen felismerhet6 osztédlydval”
allunk szemben (hard-to recognize class of positive instances), vagyis azzal az esettel
amikor az optimélis megoldds értéke 1, de ezt ,nehéz eldallitani”.

Allitjuk, hogy OPT > n(3G(1) + G(2)) = 3.5n, vagyis az optimélis megoldas értéke
legaldbb 3.5n. Tekintsiik ennek érdekében a kovetkezd offline megolddst. Kezdetben két
lada nyitott és a kicsi tdrgyakat ebbe a két 1lddaba pakoljuk tigy, hogy az (a) fazis végére
mindkét 1ada telitettsége 1 lesz, azaz mindkét 1dda fedett lesz. Ekkor kapunk G(2) = 0.5
hasznot az els6 fedett ldda utdn és G(1) = 1 hasznot a masodik ldda fedése utan. Ebben
a pillanatban nincsen nyitott ldda. Ekkor a két nagy targy érkezik egyesével, beletessziik
az elsO tdargyat egy nyitott laddba és szintén beletessziik egy nyitott laddba a médsodik
targyat is. Ezen két lada fedéséért 2G(1) = 2 hasznot kapunk. A sorozat n csomagot
tartalmaz és minden csomagndl 3G(1) + G(2) lesz a kapott haszon. (Ez egyébként az
optimalis offline megoldéds az adott inputra, de erre a tényre nincs sziikségiink a bizonyités
soran.)

Masrészt tekintsiik egy tetszoleges polinomidlis idejii A algoritmust. Eloszor tegyiik
fel, hogy az A algoritmus sohasem nyit meg egyszerre ketténél tobb ladat.

Mivel a Particié probléma megolddsa NP nehéz, A nem képes két lddét fedni a kicsi
targyakkal, emiatt erre nem képes egyetlen csomag esetén sem. Igy ha nincsen nyi-

tott lada az (a) fazis elején, akkor legaldbb egy ldda nyitvamarad annak a fézisnak a
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induldskor befejezéskor maximadlis haszon

0 1 G(1)

0 2 G(1)

1 0 2G(1)

1 1 2G(1)

1 2 2G(1)

2 0 2G(1) + G(2)
2 1 2G(1) + G(2)
2 2 2G(1) + G(2)

1. tdblazat. A lehetséges dtmenetek az (a) fazis utan.

induldskor befejezéskor maximalis haszon

0 0 2G(1)
1 0 2G(1)
1 1 2G(2)
2 0 G(1) + G(2)
2 1 2G(2)

2. tabldzat. A lehetséges dtmenetek a (b) fazis utan.

végén. Ezért a pakolds nyitott, de nem iires laddszam szerinti jellemzéséhez megadjuk a
kiovetkez6 lehetséges dtmeneteket (lasd 1. tablazat).

A tablazatbeli szémokat kénnyen lehet ellenérizni, példdul ha az (a) fazis két nyitott
lddaval kezdddik?, akkor az elsd fedés csak G(2) hasznot hoz. Egy hasonld tabldzat
készithetd a (b) fdzishoz is (lasd 2. tdbldzat).

Ennek igazoldsdhoz azt kell észrevenni, hogy az 1 méretii targy mindig fed egy ladat,
ezért legfeljebb egy lada maradhat nyitva a fazis végén; és ha valéban egy lada maradt
nyitva, akkor mindkét nagy targy a médsodik ladat fedte.

A fenti két tdblazat felhaszndldsdval megadhaté a lehetséges dsszes dtmenet a csomag
feldolgozédsa sorén. Itt jegyezziik meg, hogy az eljards tdrgyak nélkiil kezd6dik (vagyis
egyetlen lada sem lehet nullatol eltérd telitettségii), igy azzal a feltételezéssel, hogy har-

madik ldda sohasem volt megnyitva, legfeljebb egy ldda maradhat nyitva minden csomag

2Ez a helyzet csak akkor &ll el8, ha elhagyjuk azt a feltételezést, hogy az A algoritmus csak legfejlebb
két ladat nyithat meg egyszerre (emiatt persze K > 3 sziikségszeriien teljesiil), de ezt az esetet azért
tettiik bele ebbe a tdbldzatba, hogy a bizonyitds kés6bbi részében (az dltaldnos esetben) hivatkozni
tudjunk ra.
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induldskor kozben befejezéskor maximélis haszon

0 1 0 3G(1) =3

0 2 0 2G(1) + G(2) = 2.5
0 1 1 G(1) + 2G(2) = 2
0 2 1 G(1) + 2G(2) = 2
1 0 0 4G(1) = 4

1 1 0 4G(1) = 4

1 2 0 3G(1) + G(2) = 3.5
1 1 1 2G(1) + 2G(2) = 3
1 2 1 2G(1) + 2G 3

3. tédbldzat. Egy csomag kozbiilsé allapottal az (a) és a (b) fazis kozott.

végén. Igy kapjuk a 3. tabldzatot.

A legfontosabb észrevételiink most arra irdnyul, hogy legfeljebb mekkora hasznot
kaphatunk egy csomag kezelése sorén.

Ez négy lehetséges kombinaciot jelent minden egyes csomag esetén (0-val, vagy 1-el
kezdve és 0-val, vagy 1-el befejezve), kivéve azt, hogy az els® csomagra csak két esetiink
van (0-val kezdve). Néhdny kombindcié (nevezetesen 0 —2 — 0 és 1 — 2 — 0) irrelevéns,
mert ezeknél vannak jobb alternativdk (példdul 0 — 2 — 0 helyett jobb lenne a 0 — 1 — 0
kombiné&cio. )

Igy a {0,1} x {0, 1}-hez tartozé négy lehetséges dtmenet haszna 3, 2, 4, 3.

Ezek utédn, annak érdekében hogy pontosan ldssuk hogy mi torténik a csomagok
feldolgozdsa sorédn, a folyamatot egy él-silyozott, irdnyitott graf segitségével vizsgaljuk a
tovdbbiakban. A G = (V, E) gréf 2n+1 csticsot és 4n—2 élet tartalmaz, ahol: V' = O Vi,
Vo = {0}, Vi = {vio,vi1}, ahol i = 1,...,n. A V;_; és V; csicshalmazokat tei?gsen
osszekotjiik, a kisebb indextol a nagyobb felé irdnyulé élekkel, és az élek stilya az alabbiak

szerint legyen adott:

w(vi_10vi0) =3 (1 <i < n),
w(vi_10vi1) =2 (1 <i<n),
w(vi—11vi0) =4 (2 <i < n),
w(vi—11v1) =3 (2 <i < n).



Ekkor C4 (L, G) nem lehet nagyobb, mint a V-bdl V,,-be vezetd irdnyitott utak koziil
a legnagyobb stilyinak a stlya. Ezt a maximalis stlyt jelolje [. Azt éllitjuk, hogy I = 3n.
Ebbdl mar kovetkezik ugyanis, hogy
3n

CA(LzG) !
OPT S OPT S 3.5n

[

Most tehdt, az | = 3n egyenloség igazoldsa érdekében, legyen P a Vy — V,, utak
koziil azon maximaélis sulyud tdtnak a stlya, amelyre a v; ¢ tipusud csicsok szdma a lehet6
legnagyobb. Azt dllitjuk, hogy P csticshalmaza pontosan {v; 0|0 < i < n}, ebbdl ugyanis
az allitdsunk mér azonnal kovetkezik majd.

Figyeljiikk meg, hogy a v, ¢ biztosan P-hez tartozik. Ez az allitas azért teljesiil, mert
W(Vp—1,0Vn,0) > W(Vp—10Un1) €8 W(Vp—11Vn0) > W(Vy—11V51). Most ellentmonddsként
tegyiik fel, hogy v;o ¢ P valamely 0 < ¢ < n esetén, és legyen i a legnagyobb ilyen
tulajdonsdgui index. Ekkor természetesen v; 410 € P.

Legyen j € {0,1} az az érték, amire v;_; ; € P. Most azt vehetjiik észre, hogy

w(Ui—LjUz',o) + w(”z‘,ovz'ﬂ,o) = w(Uz'—Lij) + w(®i,1®i+1,0)7

fiiggetleniil attdl, hogy mi a j aktudlis értéke. Ezért ha v; 1-et kicseréljiik v; o-val P-ben,
akkor nem csokken az Osszsily, viszont ezdltal novekszik azon csicsok szédma P-ben,
amelyeknek 0 a mdsodik indexe. Ez ellentmond a P vélasztdsdnak, eziltal az | = 3n
egyenloséget igazoltuk.

Ezek utédn, hogy teljessé valjon a tétel bizonyitdsa, mar csak azt kell igazolnunk, hogy
egyszerre hdrom, vagy tobb nyitott ldda lehetéségének megengedése (vagyis K > 3) nem
javitja az approximdciés aranyt. Ennek bizonyitdsa az elézd bizonyitds kibovitett val-
tozata. Az elérhetd lehetséges haszon maximuma az (a) fdzisban tobb, mint két nyitott
lddéval kezdve a csomag pakoldsdt, megint 2G(2) + G(1), ami ugyanaz, mintha csak két
nyitott lddaval kezdtiink volna, fiiggetleniil attdl, hogy ennek a fazisnak a végén hany lada
maradt nyitva. Tovabbd, ha kezdéskor a nyitott ldddk szdama 0 vagy 1, akkor a keletkezo

haszon szamitdsandl irrelevans, hogy az (a) fazis végén kettd, vagy legaldbb harom ldda
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induldskor kozben befejezéskor maximaédlis haszon

> 2 0 0 4G()+G()_4.5
> 2 1 0 4G(1) + G(2) =45
> 2 1 1 (1)+3G()_35
> 2 2 0 3G(1) + 2G(2) =

> 2 2 1 2G(1) + 3G(2 )_3.5
> 2 2 2 2G(1) + ()—25
> 2 3 1 2G(1) + 2G(2) =

> 2 3 > 2 2G(1) + ()_2.5
> 2 >4 > 2 2G(1) + G(2) =25

4. tablazat. A haszon felsé hatdra egy csomagban legaldbb két nyitott ladédval kezdve.

marad nyitva, vagyis az el6z6 tablazatban szereplé adatok érvényesek maradnak a jelen-
legi esetekre is.

A (b) fézisban a kiilonbség az, hogy tobb, mint egy ldda maradhat nyitva a (b) fazis
befejezése utan. Ez lehetové teszi, hogy a kovetkezd csomag kezdésekor tobb mint egy
nyitott laddval kezdjiink, ami magasabb hozamot hozhat ebben a kivetkezd csomagban.
Azonban mindjart kideriil, hogy ha igy tesziink, akkor annak nagy érat fizetjiik az el6z6
elszéllitott laddanal, emiatt Osszességében nem fogunk extra hasznot kapni. Barmely e-
setben, minden nagy targy a (b) fdzisban fedni fogja azt a ladét, ahova pakoltuk, igy
a megnyitott ldddk szdma nem tud novekedni. Az elvileg elérheté maximalis haszon
azokban az esetekben, amelyeket még nem vizsgaltunk, a kovetkezo tdabldazatba lett 6sz-
szegylijtve (14sd 4. tabldzat).

El6zoleg, egy nyitott lddédval a kezdéskor és 0, 1, vagy 2-vel a befejezéskor azt kaptuk
a haszon maximumaira hogy az 4, 3, vagy 2, egy csomag feldolgozdsakor. Amint az a
4. tablazatbdl lathatd, két kezdo ladaval az elébbi hdrom szdm, vagyis az elért haszon
felnovekedhet 4.5, 3.5, vagy 2.5-re. Az extra haszon 0.5, de ahhoz hogy ezt lehetévé
tegyiik, kell lennie legaldabb 1 veszteségnek az el6z6 csomagban, vagyis ez az dra annak,
hogy tobb, mint egy laddval zdarunk.

Ezek utédn a kordbbi grafot kell kiegésziteniink, ahol a csticsok és élek azt reprezen-
taljak, hogy hany nyitott ldda van a batch feldolgozdsa el6tt, illetve utédn, illetve az

dtmeneteket: egy-egy él az dtmenet sordn a haszon novekedésének felel meg. A graf
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redukdlhaté a kovetkezo észrevételek felhaszndlasaval:

i, a kezd6 laddk szamét 2-re csokkentve (ha az ennél nagyobb volt), a profitot nem
valtoztatja

ii, hasonléan, a nyitva levé ladak zar6 szamét (nyitva maradt 1dddk széma a csomag
végén) 2-re cstkkentve, a haszon nem fog csokkenni,

iii, az dtmenet sordn, ha az (a) és (b) fdzis kozotti lddaszamot 2-re csokkentjiik, ha az
ennél nagyobb volt, a haszon nem csokken.

Ezaltal az optimalis it az dltaldnos esetben (K > 3) nem hasznal olyan éleket, ame-
lyeket a korabbi esetben (K < 2) ne hasznalt volna, vagyis az optimélis utnak nem kell
haszndlnia a pdros graf mas részeit, mint amelyek 0, 1 és 2 szintekhez tartoznak. Végiil,
barmely irdnyitott 1t, ami a médsodik szintrol tartalmaz csicsokat, moédosithaté olyan
uttd, ami eggyel kevesebb csicsot tartalmaz a m&sodik szinten, anélkiil, hogy a kapott
haszon csokkenne. Ezt ismételve kapjuk, hogy a haszon nem novekedhet t6bb, mint két
nyitott lada esetén, eziltal a tétel bizonyitdsa teljessé valt. 1

3. Allitas. Legyen K > 2 riogzitett egész esetén. FEkkor kelloen megudlasztott
G haszonfiigguény esetén létezik olyan L lista (inputok olyan osztdlya), amelyre nem
létezik olyan polinomidlis idejti algoritmus, ami jobb abszolit approrimdcids ardnnyal
rendelkezik, mint %, feltéve hogy P #+ NP.

Bizonyitas. A bizonyitéds alapvetd gondolata megegyezik az el6z6 tétel bizonyitdsaban
foglaltakkal, csak most minden sokkal egyszeriibb. Legyen G(1) = 1, G(2) = 1, tovabba
G(3) =0,...,G(K) = 0. Az éltalanos példa a vizsgdlandé esetben: targyak egy L listdja,
amely megint egy pozitiv példdja a Partici6 problémanak (vagyis L szétoszthato két egy-
forma részre). Ekkor egy optimélis algoritmus egészen megtolt két ladat és megkapja a
2 hasznot érte. Mdsrészt mivel a Particié probléma NP-teljes, nincs olyan polinomidlis
idejii A algoritmus, ami a targyak jobb felosztdsdt barmely input esetén megtalédlja. Ha
A nyit két 1ddét, akkor nem tudja teliteni mindkett6t, és csak 1 hasznot kap 6sszesen. Ha
csak egy ladat nyit, akkor pedig nem tudja a lddat pontosan 1-ig teliteni, ezért miutan

szallitotta az els6 zart lddat, A nem tud djabb lddat fedni. Kovetkezésképpen barmely A
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csak 1 hasznot kap Osszesen a legrosszabb esetekben és az abszolit approximdcios arany

csak % lesz. &

6.5. Online eset

Az online algoritmusok hatékonysdgat rendszerint versenyképességi analizissel mérik. Ez
azt jelenti, hogy egy A online algoritmus &dltal kapott C4(I) célfiiggvény-értéket (ahol
I-vel jelolik az inputot) 6sszehasonlitjék az offline optimum OPT'(I) értékével.

Az offline modellben elére ismerjiik a bemenetre vonatkozé sszes informéciot, de a
targyakat az adott L lista szerinti sorrendben kell a ladédkba pakolnunk. Természetesen
offline optimdlis megoldasnak léteznie kell. Barmelyik pillanatban, amikor egy 1j targy
érkezik, véges sok lehetdség koziil lehet valasztani. A mindent Osszevetve is véges szamu
lehetség kozott 1éteznie kell olyan megolddsnak, ami a legjobb értékét adja a célfiigg-
vénynek. Természetesen az offline-optimum nemcsak a targykészlettol fiigg, de az adott
L listétol is és a G(k) haszon-fiiggvénytol is.

Bérmely véges L targy-lista és G haszon-fiiggvény esetén legyen Cu(L,G) egy A
algoritmus dltal kapott megoldédsi értéke. Ezt hasonlitjuk tehat tssze az offline-optimalis
megolddssal, amit OPT(L,G)-vel jelolink. Természetesen: Cyu(L,G) < OPT(L,G).
Ekkor azt mondjuk, hogy:

CALO) > p teljestil barmely L, G

Az A algoritmus p-versenyképes (0 < p < 1): Ha OPTE.0)

esetén.

Az A algoritmus versenyképességi ardanya: Az el6bbi p szdmok szuprémuma.

Nyilvdnvalé, hogy ez a szuprémum létezik, tehdt a versenyképességi ardany jol definialt.

Masrészt, tegyiik fel, hogy az L lista és G haszon-fiiggvény esetén tetszoleges A online

C4(L,G)

OPT(L.G) < 7 teljesiil valamilyen 7 szdmmal.

algoritmusra

A feladat fels6 korlatja: A 1 szdmok bdrmelyike.

A kovetkezdekben bemutatjuk néhédny klasszikus algoritmus természetes adaptéciojat.
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6.6. Néhdny (természetesen adédd) algoritmus

Eldszor tekintsiik a Dudl Next-Fit (roviden DNF') algoritmust. A DN F mindig csak
egy ladat tart nyitva, és amint a ldda megtelik, elszallitjuk, és 1ij targy érkezése esetén
1j ladat nyitunk. Az algoritmus formalis leirdsa az aldbbi:

DNF Algoritmus:

1. Kezdetben nincs nyitott lada.

2. A listan kovetkezd tdargyat mindig a nyitott ldddaba pakoljuk, ha van nyitott ldda;

ellenkez6 esetben nyitunk szdméra egy 1j ladat.
3. Amint fedetté vélik egy lada, bezdrjuk és elszéllitjuk.

4. Ha mar nem jon tobb targy, az algoritmus megéll, ellenkez6 esetben a 2. lépésre

megyiink.

Ezen algoritmus alkalmazdsa esetén csak egy lehetdség van a soron kovetkezd targy
pakoldsdhoz. Azonban ez az algoritmus mégis optimaélis tud lenni abban a specidlis
esetben, ha az elszallitott ladédk utdn kapott haszon nulla, ha tobb mint egy ldda van
egyszerre nyitva.

1. lemma. Legyen K > 2 és tegyiik fel, hogy G(k) =0 barmely 2 < k < K esetén.
Ebben az esetben a DNF' algoritmus optimdlis.

Tovabba a DN F' optimdlis abban az esetben is, ha a tdargyméretek majdnem egyfor-
mak, a kovetkezé Lemma szerint:

2. lemma. Tegyiik fel, hogy % <pi < ﬁ teljesil minden targyméretre, ahol m > 2
rogzitett egész szam. Ekkor a DNF algoritmus optimdalis.

Bizonyitas. Minden fedett lada pontosan m — 1 tdargyat tartalmaz. Emiatt a legjobb
valasztds, hogy egyszerre csak egy ldda van nyitva. §

3. lemma. A DNF algoritmus versenyképességi aranya p(DNF') > %, tetszoleges

G haszonfiigguény esetén.
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fedett 1addk atlagos telitettsége fedett lddak széma (haszon)

1.126 210
1.116 210
1.133 208
1.128 207
1.131 208

5. tabldzat. A DN F algoritmus alkalmazdsédval elért haszon, I = [0.1;0.4] esetén.

az elért haszon &tlagos ladatelitettség

I, 172 1.093
I, 346 1.258
I; 424 1.230

6. tdbldzat. A DNF algoritmus alkalmazdsaval elért haszon a harom kiilonboz6é input
esetén.

Bizonyitas. Az dllitds abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy G(k) nem novekszik a k
véltozo fiiggvényeként, tovabbd az egyes laddkba pakolhaté targyak ¢sszmérete legfeljebb
2, mert a pakolandé targyak mérete legfeljebb 1. 1

Az aldbbiakban teszteljiik a DN F algoritmus hatékonysdgat: a targyméreteket veg-
yiik az I = [0.1;0.4] intervallumbdl (egyenletes eloszlassal), a targyak szdma legyen 1000
és a fedett és szallitott ladak utdn jéré haszon pedig 1 egység (vagyis itt K =1 és G(1)
= 1). Ot futtatds eredménye megtaldlhaté a 5. tabldzatban.

Az aldbbiakban ismét teszteljiik a DN F algoritmus hatékonysagdt hdarom kiilénbozé
esetben, ahol az intervallumok a kovetkezok: I; = [0.1;0.3], I = [0.3;0.6], I3 = [0.3;0.8],
a targyak szdama tovabbra is 1000 és a fedett és széllitott laddk utdn jéaré haszon G (k) = 1.
Hérom futtatds eredménye megtaldlhaté a 6. tabldzatban.

A 6. tabldzat adataibdl lathatjuk, hogy a hdrom intervallum koéziil az [; interval-
lum esetén tudta a DNF algoritmus a legjobban feliilrél megkozeliteni az 1 egységnyi
ladatelitettséget. Az elért haszon mégis az I3 intervallum esetén a legnagyobb, hiszen az
I3 intervallum eleve nagyobb méretii tdrgyakat tartalmaz, mint az I; (ezért ebbdl adodik,
hogy tobb ladét lehetett teliteni) és mindkét esetben a pakolandé térgyak darabszéma
véltozatlanul 1000.
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Természetesen a targyméretekre altaldban az el6zo feltétel nem teljesiil. Ezért a DN F'
alkalmazdsakor veszteség keletkezik, mert szamos ldda ,,til lesz pakolva”. Ezen azt értjiik,
hogy a lddat tgy fedjiik, hogy a laddba pakolt tdargyak tsszmérete jéval nagyobb, mint 1,
tehat joval tobb, mint ami éppen elegendo lenne. Ha ezt a veszteséget el akarjuk kertlni,
lehetové kell tenniink, hogy egyszerre tobb ldda legyen nyithatd, ezdltal a ladaméret jobban
kozelithetové valik.

Tekintsiik a kovetkezd klasszikus algoritmus, a Harmonic(k) algoritmus, vagy ro-
viden H (k) adaptaci6jat, ahol: k > 1 egész. Az algoritmus elve az, hogy csak hasonl6
méretil targyak keriilhetnek egy ladaba. Egyszerre legfeljebb s darab lada lehet nyit-
va. A tdrgyakat méreteik alapjan osztdlyokba csoportositjuk, minden ldda egy osztélyt
reprezental. Ha a kovetkezo targy mérete az Sy = (k—il, %] intervallumba esik, akkor a k-
adik ladatipusba keriil, ahol: £ =1,...,xk — 1. A legkisebb targyak, vagyis az S,, = (0, %]
intervallumba esok, pedig a k-adik tipusi ldddba keriilnek.

H (k) Algoritmus:

o Ha a kovetkez6 targy mérete az Sy intervallumba esik, helyezziik a k-adik tipusi

laddba, ha van ilyen nyitott lada.
e Ha nincs ilyen nyitott ldda, akkor nyitunk szamédra egy ilyen tipustit.
e Amint egy ldda megtelik (fedetté vilik), elszallitjuk.

e Ha nincs tovabbi targy, az algoritmus megall.

Az aldbbiakban teszteljiik a H () algoritmus hatékonysdgat, az intervallumok a kivet-
kezok: I; = [0.1;0.3], I = [0.3;0.6], I3 = [0.3;0.8], a tdrgyak szdma tovabbra is 1000
és a fedett és széllitott ldddk utdn jaré haszon G(k) = 10.1 — k % 0.1, vagyis G enyhén
csokken. Hérom futtatds eredménye megtaldlhaté a 7. tabldazatban.

A 7. tdblazat alapjan megfigyelhetd, hogy a H (k) algoritmus jobban teljesit, mint a
DNF, ha k ,nem til nagy” és a profit-fiiggvény ,nem csokken til gyorsan”. (I; és I

esetén H(2) jobb, I3 esetén is majdnem olyan jo).
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DNF H(k=2) H(k =3)
T, 1720 (1.093) 1730 (1.101) _ 1720 (1.097)
I, 3460 (1.258) 3789 (1.141)  3562.3 (1.190)
I, 4240 (1.230) 4153.5 (1.248) 4046.3 (1.285)

7. tabldzat. A DNF és a H(k) algoritmus alkalmazdsdval elért haszon sszehasonlitdsa
harom (sorban: Iy, I5, I3) intervallum esetén.

SH(k =2) SH(k =3)
T, 1740 (1.088) 1720 (1.088)
I, 3795.5 (1.149) 3678.6 (1.162)
I 4353.3 (1.198) 4382 (1.190)

8. tabldzat. Az SH(k) algoritmus alkalmazdsdval elért haszon hdrom (sorban: Iy, Iy, I3)
intervallum esetén.

Megjegyezziik, hogy a H (k) okosabbd tehetd oly médon (vagyis nyeriink egy 1j al-
goritmust, amit Smart Harmonic(x)-nak, vagy réviden SH (k)-nak neveztiink el, ami a
H(k) iigyes véltozata”), ha a kovetkezd szabdlyok szerint pakolja a térgyakat:

SH (k) Algoritmus:

e Ha a kovetkezd elem le tudja fedni valamelyik lddat, akkor tegyiik a tdrgyat ezek
koziil a legkisebb telitettségii laddba, és szallitsuk el a ladat.

e Bérmely més esetben az SH(k) algoritmus a H(k) algoritmus szabdlya szerint

miikodik.

Az aldbbiakban teszteljiik az SH (k) algoritmus hatékonysédgdt, az intervallumok val-
tozatlanul a kovetkezok: I; = [0.1;0.3], I = [0.3;0.6], I3 = [0.3;0.8], a targyak szdma
tovdbbra is 1000 és a fedett és szallitott ldaddk utdn jéré haszon G(k) = 10.1 — k * 0.1.
Hérom futtatds eredménye megtaldlhaté a 8. tébldzatban.

A 8. téblazat alapjdn megfigyelhetd, hogy az SH (k) algoritmus mindhdrom inter-
vallumban (megfelel6en vélasztott x paraméter esetén) jobb eredményeket ért el, mint a
DNF vagy a H(k) algoritmus.

A 9. tdbldzatban az eléz6 algoritmusokat hasonlitottuk ¢ssze. Soronként a kiilénboz6

algoritmusok dltal kapott megoldasokat kozoljiik, soronként més-mds feladatosztélyokra
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DNF H(2)  H@B) SH(2) SH®)
2080=100% 98.56% 97.4% 99.1%  97.51%
1770=100% 101.13% 100%  101.13% 101.13%
3460=100% 93.64%  83.12% 99.23%  100.55%
2080=100% 100%  101.2% 98.67%  101.75%
1770=100% 100.57% 100%  100%  101.13%
3460=100% 101.03% 95.65% 103.21% 108.37%

SO W N =

9. tabldzat. Algoritmusok Osszehasonlitdsa (v = 2 és k = 3 esetén) az elért haszon
alapjan hat esetet figyelembe véve.

alkalmazva 6ket. A problémaosztdlyok az aldbbiak:

A ldadaméretet minden esetben 1-nek, a targyak szamét pedig 1000-nek valasztottuk.
A térgyméretek soronként a kivetkezd intervallumokbol keriilnek ki: [0.1;0.4], [0.15; 0.25],
[0.1;1], és ismét [0.1;0.4], [0.15;0.25], [0.1;1]. A profit fiiggvény az els6 harom esetben:
G(k) =11 — k (pl.. G(1) = 10, G(2) = 9, és igy tovdbb), ami egy gyorsan csokkend
profit-fiiggvény. A kovetkezd harom esetben pedig: G(k) = 10.1—-0.1xk (pl.: G(1) = 10,
G(2) = 9.9, és igy tovabb), vagyis egy lassan csokkend profit-fiiggvényt valasztottunk.

Igy kapunk hat lényegesen kiilonbozé feladatosztalyt. A DN F algoritmus altal kapott
megoldds értékét mindig 100%-nak tekintjiik és ehhez hasonlitjuk a tobbi algoritmus
altal kapott megolddsokat. Tiz futds dtlagat frtuk a tdbldzat megfelelé rublikdiba a
9. tébldzatban. (Az algoritmusokat megvalésité program C-nyelven irédott, a fordités
GCC-vel tortént. A sziikséges nyilt forrdskédi GCC forditéprogram szabadon letolthetd
a MinGW honlapjérol.)

Emlékezziink vissza, hogy az els6 harom esetben a haszon-fiiggvény erésen csokkeno.
Az els6 feladatosztdly esetén a tobbi algoritmus nem képes a DN F algoritmust ,legydzni”,
de a mésodik és a harmadik esetben mér van olyan algoritmus, amelyik legy6zi a DN F-et.
A tobbi esetben a profit-fiiggvény csak enyhén csokken, itt a DN F konnyen legy6zheto, de
egy id6 utan a H (k) ill. SH (k) hatékonysdga nem feltétleniil javul tovdbb k novelésével,
ezt szemlélteti a 10. tdblazat.

Az SH(k) bizonyos esetekben tényleg ,okosabb”, vagy ,iigyesebb”, mint a H (k)

algoritmus egyszerii valtozata (ugyanazzal a k paraméterrel).
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DNF H4)  SH(®)
2080=100% 84.52%  89.57%
1770=100% 99.44%  99.44%
3460=100% 75.87%  96.68%
2080=100% 100.91% 104.32%
1770=100% 100%  100.57%
6 3460=100% 92.98%  108.11%

U W N =

10. tabldzat. Algoritmusok Osszehasonlitdsa (k = 4 esetén) az elért haszon alapjdn hat
esetet figyelembe véve.

Figyeljiik meg, hogy a hatodik feladatosztaly esetében az SH (k) lényegesen jobb,
mint a H(k), ennek az lehet az oka, hogy a targymeéretek eloszldsa nagyobb lehetéséget

ad az algoritmusnak arra, hogy ,,okos” legyen.

6.7. Egy ij, rugalmas algoritmus-csalad

Most egy 1j algoritmus-csalddot definidlunk, amely kelléen rugalmas ahhoz, hogy az
elobbi algoritmusok barmelyikével sikeresen felvegye a versenyt. Ezt kiilonb6z6 stratégiai
paraméterek bedllitdsaval érjiik el, ahol a K paraméter jelenti az egyszerre megnyithaté
lddak maximalis szdmét, a tobbi paraméter pedig az algoritmus pakoldsi politikajat sza-
bélyozza.

Az algoritmus egy elfogadds-elutasitds politikat folytat: a kovetkezo targyat elfogadja,
és valamely ladaba pakolja, ha a ldddba pakolt térgyak (az aktudlis tdrgy méretével)
megnovelt dsszmérete az ,elfogadd” tartomdnyba keriil. Elutasitja a targynak a ladaba
torténo pakolasat, ha a megnovelt 6sszméret az ,elutasité” tartomdnyba keriil.

Az elfogadds-elutasitds politika lehetdvé teszi, hogy minél kevesebb teli lada legyen
tulpakolva (vagyis minél tobb teli ldda minél jobban kozelitse feliilrol az egységnyi lé-
daméretet).

Mask Algoritmus:

1. Ha a kovetkezd térgy lefedi valamelyik ladat az elfogadd-tartoményban, akkor

pakoljuk a tdrgyat abba a laddba, amelyik ezen laddk koziil a legkisebb telitettségii.
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Szallitsuk el a ladat és menjiink az 5-6s pontra.

2. Ha a kovetkezd targy pakolhaté valamelyik ldéddba (az elfogads-tartoméanyban, de
a ldda még nem lesz fedett), akkor pakoljuk azt egy ilyen ldddba. Menjiink az 5-6s

pontra.

3. Ha k < K, akkor nyissunk egy 1j ladét, az aktudlis targy ebbe a laddba keriil, és

menjiink az 5-6s pontra.

4. Ha k = K, akkor pakoljuk az aktudlis tdargyat a legkisebb telitettségii lddaba. Ha

a lada fedett lesz, széllitsuk el. Menjiink az 5-6s pontra.

5. Ha nincs tobb targy, az algoritmus megéll, kiillonben menjiink az 1-es pontra.

Megjegyzés: a Mask algoritmusnak itt mar rogton az iigyes valtozatat definidltuk,
vagyis ha a kovetkezd téarggyal be tudunk fedni egy ldddt, az elfogaddsi tartoményon
beliil, ezek koziil olyanba tessziik, amelyik a legkevésbé lesz tilpakolva.

Az elutasito, illetve az elfogadé tartomdnyokat a A egész, vagy a A, ill. « és 3
K dimenziés nemnegativ vektorok (paraméterek) definidljak, ahol minden komponens
kisebb, mint 1.

A Mask; (A, K) algoritmus esetén a k-adik ldda elfogadé tartomanya: [0;1 — Ag] U
[1;1 + Ay (mindegyik ladédhoz két elfogadd tartomdanyt rendeliink). Az elutasité tar-
tomany: (1 — Ag; 1) U (1 + Ag;00). A Mask; algoritmus esetén a A, paramétert a 0 és
0.5 kozotti tartomanybdl vélasztjuk, kiillonbozod 1 < k < K esetén Ay kiilonbozo is lehet.

A Masks(A, K) algoritmus esetén a k-adik ldda elfogadd tartoménya: [0;1 — A] U
[1; 14 )\]. Az elutasité tartomdny: (1 —X;1)U(1+X;00). A Masky algoritmus esetén a A
paramétert 0 és 0.5 kozotti tartomédnybdl valasztjuk. A Masks algoritmus egy specidlis
esete (Ax = A) a Mask; algoritmusnak, tehat itt A, ugyanaz minden K-ra.

A Masks(Ay, K) algoritmus esetén a k-adik ldda elfogadé tartomédnya: [0;1] U [1 +
Ap; 14+2xAy]. Az elutasité tartomdny: (1; 1+ Ag)U(142%Ag; 00). A Mask; algoritmus-

nak kiilonbo6z6 elfogadé és elutasité tartomdanyai vannak, mint a Mask; algoritmusnak,
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Mask, (A) Mask (1) Mask (A) Mask (o, B)

3. dbra. A maszk algoritmus tipusai (ebben az esetben a paraméterek K dimenzids
nemnegativ vektorok).

de hasonléan Aj paramétert haszndl a tartomdnyok bedllitdsdara. (Itt jegyezziik meg,
hogy a Masks algoritmus (1; 1+ Ay) elutasité tartomanya habar azt segiti, hogy a lddét
ne lehessen kissé tilpakolni, de az [14 Ay; 14 2% Ay] elfogadé tartomanya méar megengedi
a nagyobb tilpakoldst is, ami azonban csak specidlis esetekben lehet elényos.)

A Maskq(a, 8, K) algoritmus esetén a k-adik ldda elfogadé tartoménya: [0;1 — 3,] U
[1;1 + ag]. Az elutasité tartomdny: (1 — ;1) U (1 + ag;00). A Masks algoritmus
tud Mask; algoritmusként mitkodni (példdul: Mask;(0.1,4) miikodésben megegyezik
a Masky(0.1,0.1,4) algoritmussal), azonban a Mask, algoritmus sokkal rugalmasabb,
mint az el6z6 véltozatok, mert két kiilonbozd (« az egységnyi lddameéret feletti, 5 pedig
az egységnyi ladaméret alatti tartoményok bedllitdsihoz) paraméterrel dllithaté be az
elfogadé és az elutasité tartomany.

A kiilonboz6 Mask algoritmusok tartomdanyait a 4. dbra szemlélteti.

A 11. tabldzatban az el6z6 Mask algoritmusokat hasonlitottuk ossze (a Mask-et és
a Masko-6t most azonosnak tekintjiik). A lddaméretet minden esetben 1-nek, a targyak
szdmat pedig 1000-nek valasztottuk. A targyméretek a kovetkezd intervallumbdl keriilnek
ki: 1 =[0.3;0.8] tovdbbd K = 3, Ar = ay, = [0.2,0.2,0.2] és 3, = [0.25,0.25,0.25].

A 11. tébldzatbdl jél lathato, hogy a Mask, algoritmus jobb, mint a mésik ketto,
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Mask, Masks Masky
I 4599.7 (1.126) 3969.6 (1.325) 4648.5 (1.121)

11. téblazat. Mask algoritmusok ©sszehasonlitdsa az elért haszon (és dtlagos la-
datelitettség) alapjan az I intervallumon.

ezért a tovdbbiakban a Mask, algoritmust targyaljuk és Mask algoritmusként jeloljiik.

Egy példat adunk ennek a Mask algoritmusnak a miikodésére. Legyenek adottak:
K = 4, ladaméret: 100, a = [10;20; 30;40], 8 = [30; 20; 30; 40], tovabbd a targyméretek
a [10; 40] intervallumbdl az alébbiak: 24;35; 18; 22; 16; 29; 20; 17; 38; 14; 31; 28; 32.

Az els6 lépésben csak egy nyitott lada van és ez a ldada még iires. Az oy paraméter
értéke miatt a targyakat szabad pakolni az elsé nyitott ladédba, ha az igy megnovekedett
ladaméret kisebb, vagy egyenlé, mint: 100 — 10 = 90. A 3, paraméter értéke miatt pedig
a tdargyakat szabad pakolni az elsé nyitott ldddba, ha az gy megnovekedett ladaméret
nagyobb, mint 100 és kisebb, vagy egyenld, mint: 100 4+ 30 = 130. Tehét az elutasito
tartomdnyok: 90 és 100 kozott, tovabbd 100 4+ 30 = 130 és oo kozott helyezkednek el. Az
elfogadé tartoményok: 0 és 90 kozott, tovabba 100 és 130 kozott helyezkednek el az elsd
ldddra vonatkozolag.

Tegyiik az els6 targyat: 24 ebbe a nyitott laddba. A kovetkezd tdrgy: 35 még szintén
az elso ladéba keriilhet, hiszen az gy megnovekedett osszméret: 24 + 35 = 59. Tegyiik a
kovetkez6 targyat: 18 a ldddba, igy a lddatartalom: 18 4+ 59 = 77 lesz.

A kovetkez6 targy: 22 nem keriilhet ebbe a ldddba, mert a megnovekedett osszméret
méar az elutasité tartomédnyba esne, ezért egy ij, iires, masodik lddat kell nyitnunk. A
masodik ldda elfogadé tartoménya: 0 és 100 — 20 = 80 kozott, tovabba 100 és 100 420 =
120 kozott helyezkedik el az as és B, paraméterek alapjén.

Tegyiik a kovetkezo targyat: 22 a masodik nyitott ldaddba. Most van egy 77 és egy 22
tartalmu nyitott ladank. Tegyiik a kovetkezo targyat: 16 a mésodik ldddba, igy ennek a
lddédnak a tartalma 22 + 16 = 38 lesz. A kovetkezd térgyat: 29 tegyiik az elsé lddédba,
mert ebben az esetben az els6 lada 6sszmérete: 77429 = 106 lesz és igy mér széllithatjuk

is ezt a ladat. Amikor fedtiik az els6 lad4t, egyszerre két nyitott ladank volt (az elsd és
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a masodik), ezért a fedett lada szdllitdsdért jaré haszon: 10 — 1 = 9 lesz.

Most csak egy nyitott laddnk van, ennek a telitettsége pedig 38. Tegyiik a kdvetkezo,
20 méretli targyat ebbe a nyitott ldddba, igy a megnovekedett tsszméret: 38 + 20 = 58
lesz. A kovetkezo tdargy mérete: 17, tegyiik ezt a targyat is ebbe a nyitott ldddba. Mivel
a lddatartalom igy is csak 58 + 17 = 75 lesz, ezért a kovetkezo 38 méretii targyat is ebbe
a laddba pakoljuk, mérete: 75 + 38 = 113 lesz. A ldda mar fedett, szallithato, a széllitas
utdn az Osszes haszon igy 9 + 10 = 19 lesz.

Egy 1j, tires ladat nyitunk az o; és [, paraméterekkel és a kovetkezd 14 méretii
tdrgyat a nyitott ladankba tessziik. A kovetkezd téargy meérete: 31 és szintén ebbe a
ladéba keriil, igy a lddank Osszmérete: 14 + 31 = 45 lesz. A kovetkez6 targy, amelynek
mérete 28, szintén ebbe a nyitott laddba keriil. A laddnk tartalma mér 45 4 28 = 73
lesz. A kovetkezd 32 méretii targy ismét ebbe a lddaba keriil, a lddatartalom ezaltal
73 + 32 = 105 lesz, tehdt ezt a ladat is sikeriilt fedniink, szallithatjuk. Az 6sszes haszon
fgy: 19 4+ 10 = 29 lett.

Ha a DN F algoritmust haszndltuk volna a Mask algoritmus helyett, akkor a haszon
10410 = 20 és lett volna egy fedetlen (kovetkezésképpen nem szallitott) 14+ 31+28 = 73
tartalmi nyitott ladank.

Teh&t megallapithatjuk, hogy esetiinkben a Mask algoritmus nagyobb hasznot ért el,
azonban miikodése és igy hatékonysdga is nagyban fiigg az ay, és (3, paraméterektol.

Az aldbbiakban teszteljiik a Mask algoritmus (Mask,) hatékonysdgét, az alabbi hat
feladatosztaly esetén:

1. eset: [; =[0.1;0.4] és G(k) = 11 — k.

2. eset: [y =[0.15;0.25] és G(k) = 11 — k.

3. eset: I3 =0.1;1] és G(k) =11 —

4. eset: I =1[0.1;0.4] és G(k) =10.1 — 0.1 % k.
5 I, =[0.15;0.25] és G(k) = 10.1 — 0.1 % k.
6. eset: I3 =[0.1;1] és G(k) =10.1 — 0.1 x k.

. eset:

A targyak széma minden esetben tovabbra is 1000. Az 6sszehasonlitds eredménye
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Act Mask'  Mask?> Mask® Mask* Mask®  Mask®
100% 100.2% 100.1% 96.2%  91% 93.7% 88.9%
101.1% 91.5% 101.1% 94.6% 86.2% 88.8% 88.3%
100.6% 100% 101.5% 106% 100% 103.9%  100.6%
104.3% 105.9%  100.5%  104% 106.6% 102% 102.8%
101.1% 100.8% 101.1% 103.1% 102.6% 103.5% 102.3%
108.4% 105% 101.5% 108.3% 113.1% 110% 114%

U W N~

12. tablazat. A Mask algoritmusok tsszehasonlitdasa a DN F' algoritmust tekintve 100%-
nak, hat kiilonb6z6 feladatosztdlyt figyelembe véve.

megtaldlhaté a 12. tédbldzatban. Az adott esetekhez tartozé kordbbi legjobb ered-
ményeket a tdblazat Act oszlopdba vilogattuk 6ssze.

A 12. tédbldzatbdl lathats, hogy az 1j Mask algoritmus a paraméterek megfeleld
beallitdsa esetén nagyobb hasznot ért el, mint az el6z6 algoritmusok (DN F', H(2), H(3),
H(4), SH(2), SH(3), SH(4)) bérmelyike.

Mask algoritmusonként az aldbbi paramétereket valasztottuk:

Mask': K =2, a =[0.15,0.2], 5 =(0.1,0.3].
Mask?*: K =1, a=10.1], 8 =0.2].

Mask®: K =2, a = [0.15,0.15], 8 = [0.3,0.3].

Mask: K =3, a =[0.2,0.2,0.2], 5 = [0.3,0.3,0.3].
Mask®: K =3, a = [0.1,0.1,0.1], 5 = [0.25,0.25,0.25].
MaskS: K =3, a = [0.1,0.2,0.3], 8 = [0.4,0.5,0.6].

Természetesen nem mindegyik Mask j6 minden esetben. Ez nem is lehet célunk.
Azonban megfigyelhetjiik a kovetkezdt: mindegyik feladatosztaly esetén van olyan Mask
algoritmus (van olyan paraméter-beillitds), amelyik versenyképes a kordbbi legjobb al-
goritmussal, sot legy6zi azt. Ki kell még taldlnunk, hogyan tudjuk megadni egy adott
feladatosztély esetén a paraméterek megfelel$ bedllitdsat. (Paraméter tanulé online al-
goritmusokkal, tehdt a paraméterek megfelel6 bedllitdsanak megtaldldsdval foglalkoznak
példaul a kovetkezd cikkek: [66, 48].) Ezzel a kérdéssel foglalkozunk mi is a kovetkezd

fejezetben.
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6.8. Algoritmusok evolicigja

Megallapitottuk tehdt, hogy a Mask algoritmus paramétereinek helyes megvilasztdsé-
val j6l meg tudjuk oldani a feladatot. A Mask feliilmilja a tobbi, kordbban targyalt
algoritmust. Az egyetlen problémé&t a paraméterek helyes megvélasztdsa jelenti. Ebben
a fejezetben egy 1j mddszert adunk a ladafedési feladatunk megolddsédra, a mddszert
»2Algoritmusok evoliciéjénak” (angolul evolution of algorithm, roviden EoA) nevezziik.
Ez a médszer més nehéz online feladat megolddsara is alkalmazhaté. Mdédszeriink nem
azonos, azzal, amit ,Evolucids algoritmus”-nak (EA) neveznek.

Az algoritmus a paramétert online médon tanulja meg, futds kozben, mint az iro-
dalomban targyalt egyéb hasonlé algoritmusok is.

Az evoliciés algoritmusok (EA) (vagy mas lokalis keres6 médszerek), valamilyen off-
line feladat megoldésara szolgdlnak. Legyen S a feladat megengedett megolddsainak hal-
maza, ezek kozott egy szomszédsédgi struktirat definidlunk. Az F A elészor meghatdrozza
a feladat egy xp megoldasat, majd kiindulva ebbdl az xo-bdl, ennek a kornyezetébol
valaszt egy (mdsik) z; megolddst, ha bizonyos kritériumok teljesiilnek, akkor xy-dt x;-re
cseréli és ezt a 1épést iterdlja.

Most masrél van sz6, el6szor is, feladatunk nem offline hanem online. (Vagyis bi-
zonyos értelemben az FoA az E A online megfelelje.) Nem az offline feladat megengedett
megolddsai kozott, hanem az online feladat megoldd algoritmusai kozott hozunk létre
szomszédsagi strukturat.

Megengedett megoldédsok helyett algoritmusokon lépegetiink. A médszer (meghatéro-
zunk egy kelléen rugalmas algoritmus-csalddot valamely online feladat megoldésara, az
algoritmusok kozott eqy szomszédsdgi strukturdt definidlunk, ezutdn egy lokdlis kereso
modszer segitségével kivalasztjuk az algoritmusok legjobbikét) alkalmazhaté més (nehéz)
feladatok megoldésara is.

A f6bb kiilonbségeket az EA és FoA kozott az 13. tédbldzat szemlélteti.

A szomszédsagi struktira természetes médon hatdrozhaté meg a kiilonb6z6 Mask

algoritmusok kozott: Egy rogzitett Mask(K; «; 3) algoritmusnak médositjuk valamelyik
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EA EoA
A feladat jellege: offline online
"amin lépkediink": megengedett megoldds megold6 algoritmus

13. téblazat. Az FA és az FoA dsszehasonlitasa.

profit-fgv.

y-tengely

Start

4. dbra. Maximumkeresési feladat szemléltetése egy sin(xz)? 4 sin(y)* — ((£)* — (%)%) + 3
célfiiggvénnyel adott példa esetén.

paraméterét: K-t 1-gyel noveljiik, vagy csokkentjiik, illetve az «, 8 vektorok valamelyik
komponensét csokkentjiik, vagy noveljiikk egy elére rogzitett kicsi pozitiv konstanssal,
(igy, hogy a megvaltozott érték ismét pozitiv legyen és kisebb, mint 1). A megfelel szom-
széd védlasztdsdhoz szimulélt hiitést alkalmaztunk, amely keresési médszer megvélasztasat
az aldbbiakban réviden indokoljuk (egy példat adunk az 5. dbran).

Az 5. dbrdn lathaté maximum-keresési feladat esetén, ha nem alkalmaznank szimuldlt
hiitést, hanem csak egy egyszerii, mohé lokdlis keresést, akkor nem garantéalt, hogy el-
sére meg tudjuk taldlni a globdlis maximumhelyet. A példafeladatban az algoritmusunk
kezd6pontja elészor a Start ponttal adott. Ebbol a Start pontbdl egyszerii lokalis keresést
alkalmazva egy lokdlis maximumhelybe () ragadunk. Vilasszunk most egy maésik kiin-
duldsi pontot, ezt jeloltiik az dbran a II-es ponttal. Innen az egyszerii lokdlis kereséssel
ismét egy lokdlis maximumhelybe (IIT) ragad bele. A IV. kiinduldsi pont kivdlasztdsa

esetén a lokdlis keresés képes megtaldlni a globdlis maximumbhelyet és az algoritmus itt
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all meg. Tehat az egyszerii lokélis keres6 algoritmus eredményessége nagyban fiigg attol,
hogy az algoritmusunk kiinduldsi pontjat melyik pontnak vélasztottuk.

A szimuldlt hiités (simulated annealing) egy népszeri, sok feladat megoldasara alkal-
mazott, hatékony metaheurisztika, kozeli rokonsdgban &ll a Tabu-kereséssel és a genetikus
algoritmusokkal. Részletes ismertetésiik megtaldlhaté példdul itt: [45]. Szimuldlt hiités
esetén adott egy (nehéz) kombinatorikus optimalizalasi offline feladat, amelynek ismerjiik,
vagy elbééllitjuk egy = megengedett megolddsét, esetleg egy ilyen megoldést valamilyen
heurisztikdval allitunk el6. Feltételezziik, hogy bdarmely megengedett megolddsnak kon-
nyen el6 tudunk allitani (véletlenszertien) valamilyen y ,szomszédjat”, vagyis egy olyan
méasik megengedett megolddst, amely az elébbinek egy ,kicsi” valtoztatdsdval adodik,
vagyis kicsi kornyezetébol valé.

Szimuldlt hiités esetén, ezutdn a két megoldas koziil az egyiket vilasztjuk majd,
megfeleld szabély szerint. Igy, iterdciénként egy-egy megengedett megoldasunk van,
és ezekkel igyeksziink valamilyen optimélis megolddst megkozeliteni. A szimulélt hiités
azt szimuldlja, amikor valamilyen anyagot felmelegitiink, majd lassi hiités folyamén a
részecskék valamilyen alaphelyzetbe keriilnek. A kulcs most az, hogy hogyan vélasztunk
az elobbi két megengedett megoldds; x és y kozil. Egyrészt, ha y jobb megoldés, mint
x, vagyis maximalizdlandé célfiiggvény esetén nagyobb célfiiggvény-érték tartozik hozza,
akkor mindenképpen a jobb megoldéast, y-t valasztjuk. Azonban y-t akkor is elfogadjuk,
ha csak egy ,kicsivel” rosszabb megoldds mint x, de egyre csokkend valészintiséggel, és
egyre kisebb célfiiggvényromlédst engediink meg.

Szimuldlt hiités esetén is sok muilik bizonyos stratégiai paraméterek megfeleld bedl-
litdsdn, amelyek az algoritmus hatékonysdgat jelentésen befolydsoljak.

A Mask algoritmus miikodése sordn tehat a paraméter vektorok minden egyes kom-

ponensét apranként® valtoztatva haladunk a keresési térben a célfiiggvény szerinti maxi-

3Azt is be kell éllitanunk, hogy az adott ponttél valé legkisebb eltérés (vagyis a szomszéd pont
téavolsdga) 6 = 0.05 legyen. Ez a § egység adja meg a legkisebb eltérés mértékét, vagyis a keresés
finomsdgat azzal a megkotéssel, hogy a K stratégiai paraméter csak egész értékeket vehet fel. Vagyis
egy-egy komponens d-val n6, vagy csokken, K pedig 1-gyel no, vagy csokken.
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haszon (ladatelitettség) végsd Mask paraméterei

18475 (1.045) a = [0.15,0.2,0.45], 3 = [0.2,0.35,0.4] , K = 3
1854.7 (1.050) a = [0.4,0.45,0.25], 3 = [0.1,0.35,0.3] , K = 3
1827.0 (1.054) —[0.6,0.55,0.25], 8 = [0.4,0.25,0.3] , K =3
1833.9 (1.051) —1[0.3,0.2,0.35], 3 =[0.3,0.25,0.3] , K = 3
1817.9 (1.047) a =1[0.3,0.3,0.8], 3 = [0.3,0.4,0.45] , K = 3

14. tébldzat. A Mask algoritmus szimuldlt hiités utdan kapott paraméterekkel futtatva
elért haszon.

mumbely felé.

A 14. tabldzatban osszefoglaltuk a fenti feladat* esetén a kapott paramétereket 6t
futds eredményét figyelembe véve. Ebben az esetben egyszerii lokalis keresést alkalmaz-
tunk, és a lokdlis keresést javitottuk az FoA felhasznaldsaval.

A 14. tabldzatbdl jol lathaté, hogy a keresés sordn a stratégiai paraméterek vek-
torainak komponensei esetenként eltéréek tobbszori futtatds esetén. Ezt azért tapasz-
taljuk, mert nem minden paramétervaltozas jelent azonnal kiilonbséget a haszonfiiggvény
értékében.

A 15. téblazatban kozliink egy dsszehasonlité tesztet, ahol azt vizsgaltuk, hogy vajon
az FoA algoritmus dltal jobb eredményeket kapunk-e, mint a korabbi algoritmusokkal
(vagyis tényleg sikeriil-e a M ASK algoritmus stratégiai paramétereit helyesen bedllitani,
"kézi-vezérlés” | vagyis probélkozas nélkiil). A problémaosztélyok ugyanazok voltak, mint
korébban is. (Tovdbba haszndlunk egyszerii lokalis keresést is minden esetben, ahol csak
akkor lépiink 4t a szomszéd algoritmusra, ha az az eléz6nél jobb eredményt produkal.)

Amint az a 15. tdblazatbdl lathatd, az FoA moédszeriink az adott feladat esetén
tényleg miikodik, vagyis alkalmas arra, hogy a feladatot hatékonyan megoldé algoritmust
konstrualjon. A mds algoritmusok altal kapott megoldasokat helyenként lényegesen si-
keriilt javitani. A lokdlis keresés is sok esetben hatékonynak bizonyul, de ahogy varhaté
volt ennél FoA (szimulélt hiités alkalmazdsa miatt) még hatékonyabb.

Msds online feladatok megolddsédra, hasonld, paramétertanulé algoritmusokkal foglal-

1A feladat tovabbi adatai: a targyak a [0.15;0.25] intervallumbdl szarmaznak, a térgyak szdma 1000
és a haszonfiiggvény G(k) = 10.1 — k % 0.1.
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Act LS EoA

100.2% 100.6% 101%

101.1% 101.1% 101.7%
106% 106.2% 106.9%
106.6% 108.7% 109.6%
103.5% 103.6% 104.7%
6 114% 116.9% 116.9%

QU= W N =

15. tédblazat. Az eddigi legjobb eredmények (Act), a lokélis keresés (angolul: local search,
roviden: LS) és az Algoritmusok Evoliciéja médszerek dsszehasonlitdsa.

koznak az [48, 49, 66] cikkek.
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7. Kétgépes iitemezés tlijrarendezéssel

A tovabbiakban két hasonl6 gép nem-megszakithato iitemezési feladatét vizsgédljuk arra
az esetre, ha kizarélag egyetlen munka atrendezését engedjiik meg a munkasorozat végén,
a teljes dtfutdsi idét minimalizdlva (tehdt elészor az Osszes munkdt iitemezziik, és majd
az litemezés végeén egyetlen munkat atiitemezhetiink a mésik gépre). Ez tehdt egy félig-
online iitemezési feladat. A fejezetben targyalt eredményeink a kovetkez6 publikdciéinkon
alapulnak: [14, 19, 78]. Eldszor adunk egy rovid bevezetdt a félig online iitemezési fe-
ladatokkal kapcsolatban, ezen beliil attekintjiik hogy az irodalomban milyen dtrendezéses

modellekkel foglalkoztak, és az ezekre vonatkozé eredményeket.

7.1. Utemezésrdl altaldban

Tegyiik fel, hogy adott valahdny, dltaldban m-mel jelolt szamui gép, amelyeken adott
n szamui munkdt kell elvégezni dgy, hogy kozben valamilyen célfiiggvényérték mini-
mumdt, vagy maximumat keressiik. Ezen gépek mindegyike valamilyen tulajdonsdggal

rendelkezhet. A feladattipus jelolésére az

ol By

szimboélumot hasznaljuk, ahol az o a gépekrdl, a § a feladatokrdl, a v pedig a célfiigg-
vényrdl ad informdciét [76].

Példéul a P, ||Chae feladat (az egyik legegyszeriibb feladat, de mér ez is az NP-
teljes feladatosztalyba tartozik) esetén m (ahol m pozitiv egész) egyforma és parhuzamos
gépiink van. Ez azt jelenti, hogy a munkdk végrehajtdsa minden gépen egységesen
ugyanannyi id6ét vesz igénybe. A munkdk szdma: n, a munkdk végrehajtdsi ideje pedig:
pi (ahol 1 < i < n). A gépeken a munkdk megszakitdsa nem megengedett, tehét ha
egy gép egy munkiat mér elkezdett, akkor annak a végrehajtdsidt mar nem szakithatja
féelbe. A munkdkat iitemezziik, ezen azt értjiik, hogy szétosztjuk a munkakat a gépek

kozott (minden gépnek végre kell hajtania a hozzé rendelt munkdkat és csakis azokat,
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amelyek hozzd lettek rendelve). Tehdt a munkdk iitemezése megfelel a munkdk halmaza
egy particiéjanak.

Ha egy gép végzett egy munkaval, akkor azonnal elkezd a kovetkezd munkén dolgozni
(ha van még elvégzendd munkdja), vagyis nincs varakozasi id6. Egy géphez hozzédrendelt
munkdk végrehajtési idejének osszegét a gép terhelésének neveziink. Minden munkdnak
van kezdési és befejezési idopontja. Mivel nincs varakozési ido, ezért egy gép terhelése
egyenld a gépen végrehajtott utolsé munka befejezési idejével (ezt az idépontot a gép
atfutdsi idejének is hivjuk). A gépek atfutdsi idejeinek maximuma egyenld az iitemezés
atfutasi idejével. (Ismét feltessziik, hogy a gépek a 0 idépontban kezdenek dolgozni.)

A C).. célfiiggvény esetén a teljes atfutdsi idét minimalizéljuk.

Ebben a fejezetben hasonlé gépekkel foglalkozunk (ezeket Q-val jelsljiik), ahol a gépek
szintén parhuzamosan miikodnek, de ez a feladat annyiban tér el az el6z6 feladattol, hogy
itt minden gépnek van egy sajat munkavégzési sebessége, ami akdr el is térhet a tobbi
gép munkavégzési sebességétol. Az i-edik gép sebességét s;-vel jeloljiikk. Vagyis a j-
edik munka elvégzéséhez sziikséges id6 az i-edik gépen: ’;—Z, (a munka végrehajtasi idejét
osztjuk a gép sebességével).

Az &tlapoldst nem engedjiik meg, vagyis nem dolgozhat egyetlen munkdn egyszerre
tobb gép. Ha az iitemezendd munkdkrél minden informécié adott mér az iitemezés
megkezdése el6tt, akkor az iitemezési feladatot offline-nak hivjuk. Az online esetben
pedig egy adott L lista szerinti sorrendben érkeznek a munkdk, és amikor egy munka
megérkezik, akkor még semmit nem tudunk arrél, hogy jon-e még tovdbbi munka, (és ha
igen, akkor az milyen).

Az online algoritmusok hatékonysagét versenyképességi analizissel vizsgaljdk a kovet-
kezbképpen: Legyen A egy online algoritmus, jelolje Cy az A algoritmus dltal kapott
iitemezés teljes atfutdsi idejét és legyen Copr az optimum értéke (az offline iitemezés
esetén). Ekkor az A algoritmus versenyképességi ardnya a legkisebb olyan C' valds szém,
amelyre C'y < CCopr teljesiil a munkdk tetszoleges sorozata esetén. Egy online fela-

datnak a p konstans als6 korldtja, ha nem létezik olyan online algoritmus, amelynek a
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versenyképességi ardnya ennél kisebb lenne. Tovdbba egy online algoritmust optima&lisnak
neveziink, amennyiben a versenyképességi ardnya megegyezik a feladat alsé korlatjaval.

A félig-online (semi online) iitemezések esetén pedig valamit elére tudunk a munkakrol,
vagy a félig online algoritmus kap valamilyen konnyitést, példdul puffer hasznslatdt. A
félig online feladatokra alkalmazott algoritmusokat félig online algoritmusoknak nevezziik.
Ezek hatékonysdgat az online esethez hasonléan a versenyképességi analizis segitségével
vizsgaljuk. Egy félig online algoritmust optimaélisnak neveziink, ha a versenyképességi
ardnya megegyezik a feladat alsé korldtjéval.

Az aldabbiakban attekintiink néhény félig online iitemezési modellt, és azokra vonat-

koz6 eredményeket.

7.2. Az elso online, illetve félig online modellek

R. L. Graham 1966-ban irt cikkében [36] taldlhaté LPT (= Longest Processing Time)
algoritmusa el6szor miiveleti id6 szerinti csokkend sorrendbe rendezi a munkdkat, majd
ebben a sorrendben iitemezi 6ket. A soron kévetkezd munka végrehajtasdt mindig a lehet-
séges legkordbbi idopontban kezdjiik, vagyis a soron kévetkez6é munka mindig valamelyik
minimadlis terhelésti gépre keriil. Ha a munkdk egy adott L lista szerinti sorrendben
érkeznek, és ebben a sorrendben kell éket iitemezni, akkor Graham LS (= List Schedul-
ing, vagyis: lista szerint iitemez6) algoritmusét kapjuk. Ez az algoritmus tekinthetd az
els6 online algoritmusnak, a parhuzamos egyforma gépek iitemezése esetén. Az algorit-
mus versenyképességi ardnya 2 — %, m gép esetén.

Az els6 félig online modellek megjelenése Kellerer et al. 1997-es cikkében [55] taldl-

haté. A cikk a kovetkezd hdrom ilyen modellt ismerteti:

e clore ismerjiik a munkdk méreteinek 6sszhosszéat,
o felhaszndlhaté egy puffer valahdny munka ideiglenes taroldséra,

e egyszerre két, egymastol fiiggetlen iitemezést készitiink és végiil a jobbat vdlasztjuk.
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Pufferes modellek esetén egy | > 1 méretli pufferben tarolhatunk [ szami munkét,
vagyis amennyiben a puffer nincs teljesen megtoltve, akkor egy beérkez6 munka esetén
lehet6ségiink van arra, hogy ideiglenesen eltdroljuk a pufferben. Ha a puffer tele van,
akkor vagy a pufferbdl kikeriil egy munka és iitemezziik, ekkor a beérkezé munka a
pufferbe mehet, vagy a beérkez6 munkat iitemezziik. A lista végén a pufferben levd
munkdkat még iitemezni kell. A mésodik véltozatot Zhang is vizsgdlta 1997-es cikkében
[82].

A [55] cikk vizsgdlatainak eredménye az lett, hogy mindharom elébb felsorolt esetben
egy-egy optimalis, félig online algoritmus versenyképességi ardnya %".

Désa 2007-ben irt értekezésében [22], az [55] cikk elébbi hérom feltételebdl pérositotta
valamelyik kettot, kétféleképpen. Az elsd esetben elére ismert az iitemezendd feladatok
méretének Osszege és egy munka iitemezését mindig tartalékoljuk. Erre megadott egy
optimalis g versenyképességii algoritmust. Megmutatta tovabba, hogy a puffer méretének

novelésével a versenyképességi ardny nem javithaté, vagyis a feladat barmely A megoldé

5

1, akkor is, ha a puffer mérete 1-nél

algoritmusdnak a versenyképességi ardnya legaldbb
nagyobb. A ma&sodik esetben is elére ismert az iitemezend6 feladatok méretének tsszege,
itt viszont egyszerre két {itemezést készitiink és az iitemezés végén a jobbikat valasztjuk.
Erre megadott egy optimaélis g versenyképességii algoritmust. Mindkét esetben igaznak
bizonyult, hogy a tovabbi félig online feltétel dltal csokken az elérhetd versenyképességi
arany.

Tovabbi pufferes modellekkel foglalkoz6 publikicidk egyebek mellett, példaul: [24, 28).

7.3. Tovéabbi félig online modellek

Szamos félig online modell létezik még, az aldbbiakban ismertetiink a teljesség igénye
nélkiil a modellek és az eredmények koziil néhanyat. A kovetkez6 hdrom pontban kétgépes

titemezési feladatokra vonatkozé eredményeket tekintiink &t.

e He és Zhang 1999-ben irt cikkében [44] foglalkozik azzal az esettel, amikor elére
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ismerjiik a maximadlis és minimdlis munkaméret ardnyat, ekkor az optimélis algo-

I

ritmus versenyképességi ardnya: .

e Seiden 2000-es cikke [71] ismertet olyan félig online modellt, amelyben a munksk

monoton csokkend méretben érkeznek, ekkor az optimalis algoritmus versenyképes-

P ‘ .7
ségi ardnya: .

e Azar 2001-ben publikalt cikkében [2] taldlhaté modellben ismerjiik a teljes dtfutasi
id6 optimélis értékét, ekkor az optimaélis algoritmus versenyképességi ardnya: %, két

gép esetén.

Désa 2007-ben irt értekezésében foglalkozott a Ps|online|Ch,., feladatnak azzal a
Lbightly grouped”-nek nevezett, félig online valtozatdval is, amikor elére tudjuk, hogy a
munkdk végrehajtasi ideje kozel egyforma. Pontosabban elére tudjuk, hogy a munkak
hossza a p és rp konstansok kozott van (p > 0, 7 > 1). Ha az r konstans tul nagy, akkor
az elobbi informdacié nem sokat ér, mert megmutatta, hogy ha r > 6, akkor nincs olyan
félig online algoritmus, amelynek versenyképességi ardnya jobb lenne, mint valamely op-
timalis online algoritmusé. Erdemes tehat azt vizsgdlni, hogy mekkora az a maximalis r

méretardny, amelynél egy optimalis félig-online algoritmus versenyképességi ardnya jobb,

5

, 5] esetben megadott egy optimélis algoritmust,

mint az egy-szer{i online eseté. Az r € (2
5
27
4dr+2
2r43°

melynek versenyképességi ardnya % Az r € (2, 3] esetben megadott egy kozel optimalis

algoritmust, melynek versenyképességi ardnya Az r € (3,6) esetben megadott egy
algoritmust, melynek versenyképességi ardnya g—na’ul szigordan kisebb (az LS algoritmusé
pedig g) Tehdat harom gép és kozel egyforma végrehajtédsi idok esetén lehetséges az LS
algoritmusnal hatékonyabb algoritmust megadni, ha a méretardny ketto és hat kozotti

szam, tehat LS nem minden esetben optimadlis. Tovdbba az optimalis félig-online algo-

ritmus versenyképességi ardnya erdsen fiigg az r paraméter értékétol.
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7.4. Hasonlé gépek iitemezése

Két hasonlé gép online megszakitds nélkiili titemezésével foglalkozik Epstein et al. [29]
cikke. Ebben a modellben a gépek szama ketto, az M és az My gépek miitkodési sebessége
pedig s;1 = 1, és s = s > 1, valamint ¢ ~ 1.618 pedig az aranymetszés ardnya. A
célfiiggvény a teljes dtfutdsi id6, amelyet minimalizalni kell. A cikk kozol egy optimalis
algoritmust, amelynek versenyképességi ardnya i“’;r—*ll hal < s < ¢, valamint S'Jg—l ha s > ¢.
A versenyképességi ardny maximuma éppen ¢. Mint ldtni fogjuk, ennél 1ényegesen kisebb
lesz az optimaélis versenyképességi ardny, ha dtrendezésre is lehetoségiink van, ldsd: 5.

abra.

7.5. Utemezés korldtos dtrendezéssel, barmely idépontban

Az utébbi idében t6bb modellt definidltak, amelyben korldtozott médon lehetéség van,
néhdny, mar kordbban iitemezett munkanak az atrendezésére, lasd példdul [69].

Az egyik ilyen modellt Désa, Wang, Han és Guo 2011-es cikkében [27] definidlta és
nevezte el REAR modellnek, tovdbbd a feladathoz algoritmusokat is megadtak. A REAR
modellben a munkdk egyesével jonnek egy adott lista szerinti sorrendben. Barmelyik pil-
lanatban, amikor egy 1ij munka érkezik, akkor legfeljebb K darab mér iitemezett munkéat
eltavolithatunk az iitemezésbdl, és rogton ezutdn az Osszes eltavolitott munkat és az
djonnan jott munkét (ez egyiitt legfeljebb K + 1 munka) azonnal hozzs kell rendelniink a
gépekhez, még a kovetkezd munka érkezése elott. Ez a modell a Désa és Epstein 2010-es
cikkében [24] taldlhaté ,online iitemezés pufferrel”, roviden: BUFF modell nevii hasonlé
feladatnak egy relaxdcija. (A BUFF modell esetén adott egy puffer, ahol legfeljebb K
targyat tarolhatunk, vagyis ezek iitemezését igy késleltetni tudjuk.)

A két modell dsszehasonlitdsa a [19] cikkben torténik.

Tegyiik fel, hogy az M; gép sebessége 1 és az My gép sebessége pedig s > 1. A

versenyképességi arany tekintetében azt kapjuk, hogy:

e Ha s > /3, vagy K > 2, akkor a REAR modell optimélis versenyképességi aranya

66



megegyezik a BUFF modell optimélis versenyképességi ardnydval, ami zi—? (vagyis
s > /3, vagy K > 2 esetén a feladat alsé korlstja egyenlé az algoritmusok
versenyképességi ardanydval, tehat optimélisak az algoritmusok a megfelel6 mod-

ellekben).

Ha ¢ < s < v/3 (ahol ¢ ~ 1.618, ami az aranymetszés aranya) és K = 1, akkor a
REAR modell esetén % alsé korlat.

Hal <s<qgés K =1, akkor a REAR modell esetén ;;i;fl also korlat.

Ha sp < 5 < v/3 (ahol sy &~ 1.3247, ami az s® — s — 1 = 0 gyoke s € [1,2] esetén)

és K =1, akkor a REAR modell esetén a felsd korlat: —SJFW.

(s+1)?
s24s+1°

Ha 1l < s <sgés K =1, akkor a REAR modell esetén az optimaélis ardny:

Hal<s<+V2¢és K = 1, akkor a BUFF modell esetén az alsé korlat: S(Z_rslfl és a

2(s+1)

felsd korldat ebben az esetben: S

Ha s > V2 és K = 1, akkor a BUFF modell esetén az alsé és a felsd korldt

megegyezik: Z’I—f, tehdt a megadott algoritmus optimaélis.
Természetesen, ha K = 0 mér iitemezett munkdt engediink meg dtrendezni és a

gyors gép sebessége 1 (s = 1), akkor a feladatot visszavezettiik az egyik legalapvetdbb

iitemezési feladatra: két azonos sebességii parhuzamos géphez torténd munkdk online

hozzarendelése a teljes dtfutdsi idé minimalizdlasaval.

Harom masik modell: atrendezés a végén

Tan és Yu 2008-as cikke [74] hdarom modellt definidl, mindharom kiilonbozik az elébb

definidlt modelltdl. A harom modell:

o Az iitemezés végén, barmelyik gép utolsé munkdja idjrarendezhetd masik gépre,

jelolése: Pg,
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H

o

5. dbra. A vastag gorbék jelentik a javitott felsd korlatokat, amelyek megegyeznek az
alsé korlatokkal, tehat a felso korlataink optimalisak.

e Az iitemezés végén, a sorozat utolsé legfeljebb K darab munkdja djrarendezhetd,

jelolése: Pr,

o Az iitemezés végén, tehdt a lista megérkezése és a munkak iitemezése utdn, barmely

K munka tjrarendezhetd, jelolése: Pjy.

Liu és térsai 2009-es cikkben [63] ismertetik a HSF-1 algoritmust, amelynek versenykeé-
pességi ardnya (a Py ¢és a Py modellben egyardnt): = ha: 1 < s < V2. Ebben a
cikkben adjdk meg az FX-RA algoritmust is, amelynek versenyképességi ardnya (a P,

modellben): (5;12)2, ha: v2 < s < 2. Az EX-RA algoritmus az 1 < s < /2 esetben

feliillmiilja a HSF-1 algoritmust. A tovabbiakban a célunk az, hogy olyan algoritmust
adjunk meg, amelyik mindkét el6z6 algoritmusndl jobb versenyképességi ardnnyal ren-
delkezik a megadott feltételek esetén.

Mi REND modellnek (a rovidités az angol ,rearrangement at the end” kifejezésbél
szérmazik) neveztiik azt a modellt, amit Tan és Yu 2008-as cikkében Py-val jelol. Chen,
Lan, Benkd, Désa és Han a 2011-es cikkben [14] a REND modellben ad meg két optimaélis

online algoritmust két kiilonbozo esetre, a cikk javit a kordbbi algoritmuson.
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o Az elsd vizsgilt eset amikor s > 2. Az optimalis algoritmus csak legfeljebb 1
munkat rendez 4t, vagyis nem kapunk jobb ardnyt, ha K nagyobb. A cikkiinkben
megadott LC algoritmus (a rovidités az angol ,Largest Change” kifejezésbdl szér-

s+2

mazik) versenyképességi ardnya: -

e Az 1 < s < 2 esetben, ha K legaldbb 2 lehet, akkor szintén sikeriilt optimalis
algoritmust kidolgozni (tehét nem kaphatunk jobb versenyképességi aranyt akkor
sem, ha K > 2). A cikkiinkben megadott SMF' algoritmus (a rovidités az angol

»Slow Machine First” kifejezésbél szérmazik) versenyképességi ardnya: GHD® ha;

§24s+17
1+v5\. z 2 . 145
sel, +2f), s =7, ha: s € [*T\[,Q).

Tehét azokat az eseteket, amikor s > 2, illetve ha s € [1,2] és K > 2, mér tisztdztuk,
igy marad az az eset, amikor s € [1,2) és K = 1, amely esettel a kivetkez6 alfejezetekben

foglalkozunk.

7.7. A modell pontos definiciéja

Ezek utédn az online, kétgépes, nem-megszakithato iitemezési feladatot vizsgaljuk, egyetlen
munka dtrendezését engedjiik meg, és csak a munkasorozat végén. A teljes atfutdsi idot
minimalizaljuk. Vagyis a P, feladattal foglalkozunk, abban az esetben, amikor K = 1.
Megadunk egy javitott algoritmust, az 1 < s < 2 esetre. A kordbbi legjobb eredmény
s < V/2 esetén az [63] cikkben, illetve s > /2 esetén a [14] cikkben taldlhat6. A javitott
algoritmus a [78] cikkiinkben szerepel.

Bemenet: Adott az elvégzend6 munkék listdja, J = {j1, jo, ..., Jn}. A munkdk szdma
n (amit elére nem ismeriink), a munkak végrehajtési ideje (processing time), vagy egy-
szeriien szélva mérete p;, ahol: 1 < i < n. Bérmely munkat két gép (M, és M) valame-
lyike végzi el (tehdt pontosan egyikiik), ahol az M; gép munkavégzési sebessége 1 egység,
az Ma-es gép sebessége pedig s > 1 Vagyis hasonlé gépeket iitemeziink (angolban uni-

form machines).
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Kimenet: Utemezziik a munkskat az M; és M, gépeken gy, hogy a két gép dtfutdsi
idejeinek maximumaét, vagyis a teljes dtfutési idot minimalizéljuk.

Ujrarendezés: A vizsgalt modellben lehetdségiink van arra, hogy miutdn az osszes
munkat iitemeztilk mar a gépekre, és értesiiltiink arrél hogy a sorozatnak vége van,
ekkor legfeljebb K = 1 madr iitemezett munka iitemezését atrendezhetjiik. A K szam
elore adott konstans.

A munkdk elzetes iitemezését titemezési fazisnak nevezziik, az ezutdn torténd dtren-
dezést pedig dtrendezési fazisnak.

Legyen t egy tetszbleges index, ahol 1 < ¢t < n. A kovetkezd jelolést vezetjiik be,
legyen J; = {ji,Jo,--.,j:}. Legyen tovabba L! az M; gép terhelése, kozvetleniil a j;

munka iitemezése utdn, ahol ¢ = 1,2, az iitemezési fdzis sordn. Legyen tovabbd

@t:max{l—t b } (4)

s s+1

az a természetesen adoédo alsé korlat, ahol [, az elsé ¢ munka kozotti legnagyobb méretet
jeloli, P, pedig az eddigi dsszméretet. Amennyiben a t id6 jelolése nélkiil is egyértelmii
hogy mirdl lesz sz, vagy t az aktudlis munka indexe, ilyen esetekben egyszertien csak az
L; és a O jelolések fogjuk haszndlni a pontosabb L! és a ©, helyett jelolések helyett.

Tovabbd azt mondjuk, hogy az M; gép alulterhelt, ha L} < p(s)O; teljesiil, kiilon-
ben pedig tilterheltnek nevezziik. Ennek megfelelden az M, gép alulterhelt, ha L? <
sp(s)Oy, egyébként pedig tilterhelt. Az el6bbi definici6kban valamely A online algorit-
mus vonatkozdsdban adtuk meg ezen fogalmakat, és p(s) az algoritmus (egyértelmiien
meghatérozott) versenyképességi ardnyét jelenti.

1. lemma. Legyen A egy online algoritmus a feladatra. Ha az titemezés az M,

gépen tilterhelt, akkor Ly > - +’1’f;(s) Ly. Ha az ditemezés az My gépen tilterhelt, akkor

Ly > fl(f)ps(s)Ll teljesiil a gépek terhelésének aktudlis értékeire.

Bizonyitas. Eloszor is, ha Ly = 0, ebbdl azonnal kovetkezik az els6 allitas, és

hasonléan, ha L; = 0, ebbdl pedig a masodik allitds. Tegyiik fel ezek utdn, hogy az

Li4+L?
s+1

elébbiek egyike sem 0. Definici6é szerint ©; = ma:x{% }, ebbdl rogton kovetkezik,
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hogy

Ll +L2 S <S+ 1)("’:)

Ha az M, gép tilterhelt, akkor:

Ly > p(s)O©

teljesiil, emiatt tehdt az el6z6 két egyenlotlenséget tsszevetve
Ly < (s+1)© —p(s)©
adédik. Ezért ebbdl az aldbbi kovetkezik:

Lo 90 )
Ly " (s4+1)0—p(s)®  s+1—p(s)’

amibol kapjuk az els6 allitast.

Ha pedig az M, gép tulterhelt, akkor:

L2 > SP(S)@a

emiatt
Ly <(s4+1)0 — sp(s)0,
amibdl kovetkezik, hogy

L 590 sl
Ly = (s+1)0—sp(s)® s+1—sp(s)’

ebbdl pedig adédik a mésodik allitds. n
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7.8. A javitott online iitemezo algoritmus a K =1 és 1 < s <2

esetén

Korabban a [14] cikkben mér megadtunk egy iitemez6 algoritmust a K =1, 1 < s < 2

esetre. Az algoritmus versenyképességi ardnya p'(s), amely az aldbbi szerint definidlhato:

%, 1<s5<2,

s+2
S22 V2<s<2

p(s) =

Az algoritmus lefrdsa, az algoritmus versenyképességi ardnydt megadoé alsé és felsod
becslésekre vonatkozé tételek és azok bizonyitdsai (terjedelmi okok miatt) ebben az
értekezésben nem keriilnek bemutatdsra. Azonban megadunk az aldbbiakban egy javitott
algoritmust, és ennek teljes vizsgdlatdt, marmint a versenyképességre vonatkozé tételeket
a bizonyitasokkal egyiitt. Az algoritmus versenyképességi ardnya legyen p(s), amely az
aldbbi szerint definidlhato:

2(s+1)
=z 1<s< V2,

+2
;—1, \/§<S§2

p(s) =

A korabbi és a javitott versenyképességi ardnyok gorbéit az alabbi dbran mutatjuk be.

. .. . (11 (s+1)2
Megjegyezziik, hogy 1 < s < /2 esetén a korabbi e

6k a V2 < s < 2 intervallumra az % fels6 korlatot adtdk meg.

ardny a [63] cikkbdl szérmazik,

Az algoritmus leirdsa az aldbbi: adott két fazis, az elsé fazis az iitemezés, a méasodik
pedig az tjrarendezés fazisa. Az oOtlet az, hogy az iitemezési fizisban a gyors gépet
végig alulterheltnek iitemezziik, és ha muszdj, akkor a lassi gépet terheljiik til. Az
ujrarendezési fazisban pedig a legnagyobb munkat dthelyezziik a lassi géprdl a gyors
gépre, de csak akkor, ha ez sziikséges, vagyis ezdltal javul a teljes dtfutdsi ido.

Az algoritmust JO algoritmusnak nevezziik, ami a ,the slow machine Just Over-
loaded” roviditése.

JO Algoritmus:

e Utemezési fazis: amikor a p; méret{i j; munka megérkezik:
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6. dbra. A javitott felsd korldtok az I = [1;2] intervallumon K=1 esetén.

1. Frissitjiikk a ©; als6 korldtot.

2. Legyen A a mér kordbban az M; géphez rendelt legnagyobb munka meérete.
Ha p; + L} | — maz{A,p;} < p(s)O;, akkor a j; munka az M; gépre keriil,
(vagyis mds széval ez azt jelenti hogy ezt e 1épést akkor hajtjuk végre, ha a
j: munkdnak az M; gépre iitemezésével, és eztdn az M; géprol legfeljebb egy

munkdt dthelyezve az M, gépre az M gép alulterhelt marad illetve azza vélik).

3. Minden més esetben a j; munkat az M, gépre iitemezziik.
e Ujrarendezési fazis: ha az input végetért.

1. Helyezziik 4t a legnagyobb munkdt az M; géprol az M, gépre, feltéve, ha ez

sziikséges (vagyis, ha a munka athelyezésével csokken a teljes atfutdsi id6).

2. lemma. Az M, gép az titemezési fazis teljes idejében alulterhelt.
Bizonyitas. A bizonyitdshoz teljes indukciot alkalmazunk. Nem nehéz beldtni, hogy
az els6 munkat az algoritmus az M; géphez rendeli hozza, és ezutdn az M, gép alulterhelt

a t = 1 idopillanatban. Tegyiik fel, hogy az M, gép alulterhelt, miutdn a j; munkdt az
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egyik géphez hozzdrendeltiik az iitemezési fazisban, ahol 7 > 1. Azt kell belatnunk, hogy
az Ms gép még mindig alulterhelt, miutdn a j;,; munkat is {itemeztiik.

Ha a j;11 munkit az M; géphez rendeltiik hozzd, akkor az M, gép terhelése nem
véltozik, ezéltal M, alulterhelt marad. Tegyiik fel tehdt, hogy a j;1; munka az M,
géphez lett hozzdrendelve. Ekkor

Lz‘1+1 =L

79

tovabba

Pis1 + Li —maz{p;i1, A} > p(5)Oip1.

Ebbol kovetkezik, hogy
Lipy = Li > p(5)8in

teljesiil, ahol A az M; géphez kordbban hozzérendelt legnagyobb munka mérete, p;4

pedig a j;+1 munka mérete. Mivel

Li1+1 + LZ%H

O, >
= s+1

)

valamint p(s) > 1, azt kapjuk, hogy

Liy < (s4+1)0i1 — Liyy < (s +1)0ip1 — p(8)Oi1 = (5 + 1= p(s))Osp1 < 5p(5)O;11,

ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a masodik gép alulterhelt. (Az utolsé egyenldtlenség
a p(s) > 1 egyenldtlenséghdl kovetkezik.) Tehdt My barmelyik munka iitemezése utan
alulterhelt marad az iitemezési f4zis soréan. 1o

3. lemma. Az titemezési fazis barmely t > 1 idopontjdban



teljesiil, ahol L az M; gép terhelése.
Bizonyitas. A lemmét ismét indukciéval bizonyitjuk.
Az algoritmus leirdsdbdl fakaddan az elsé munkdt az M; géphez kell hozzédrendelni.

Tehét a t = 1 idopillanat utan azt kapjuk, hogy

L> L2
s+1—p

hiszen ekkor még L? = 0. Tegyiik fel, hogy a lemma allitésa teljesiil a ¢ = i id8pillanatban,

vagyis az i-edik munka iitemezése uténi pillanatban, ez pedig azt jelenti, hogy

II>_ P g2
Z—8+1_pZ

Most legyen t =7+ 1. Ha a j; 11 munka az M; gépre keriil, akkor:

1 1 p 2
Lign> L 2 mLiH-

Ellenkez6 esetben a j;11 munka az M, gépre keriil, ez viszont az algoritmus szabédlya
miatt azért tortént, mert a t = i 4+ 1 id6pillanatban az M; gép tulterhelt lett (vagy mar

el6tte is az volt). Az 1. lemmat alkalmazva tehdt azt kapjuk, hogy

P(S) 2
Ly, >—="7 712
M s 1 —p(s)

Ez pedig pontosan az, amit jelen lemma allit. g

7.9. Az 1< s<+2 intervallum

Ebben az alfejezetben belatjuk, hogy a JO algoritmus versenyképességi ardnya p,(s) =

2(s+1)
s+2 7

az 1 < s < /2 intervallumban. Az el6bbi felsé korldtot, mint az s sebesség

fiiggvényét a kovetkezd dbra szemlélteti.

4. lemma A JO algoritmus versenyképességi ardnya p,(s) = 2(55:21), az 1 <s<+2

intervallumban.
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141 -
14
139

2(s+1) 138 |

137

1.36

135

134 -

1.33

7. dbra. A % fiiggvény az I = [1;+/2] intervallumon abrazolva.

Bizonyitas. Legyen L; (L;) az M; gép terhelése kozvetleniil az iitemezési fézis utdn
(az djrarendezés elvégzésével), ahol 1 < i < 2.

Emlékeztetiink arra, hogy az algoritmus tjrarendezési fazisdban a kivetkezot tessziik:
a legnagyobb munkéat athelyezziik az M, géprél az M, gépre, de csak akkor, ha ezéltal a
teljes atfutasi id6 csokken, kiilonben semmiféle dtrendezés nem torténik.

Az tjrarendezés sordn a teljes atfutdsi id6 nem novekszik, emiatt teljesiil a kovetkezd

L , L.
maX{Ll, —2} > maX{Ll, —2} .
s s

Emiatt, ha mindkét gép alulterhelt az iitemezési fazis utdn, vagyis

egyenlotlenség:

L
max {Ll, —2} < p©
s
teljesiil, akkor természetes médon
, L.
max {Lp —2} < p©
s

is teljesiil, és a lemma bizonyitasdval végeztiink is.

Tovabbd a 2. lemma szerint az My gép végig alulterhelt az iitemezési fazis sordn,
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emiatt egyediil annak az esetnek a vizsgdlata maradt hédtra, amikor az M; gép tulterhelt
az litemezési fazis végén. A kovetkezdkben bebizonyitjuk, hogy ha ebben az esetben az
M, gépre iitemezett legnagyobb munkat athelyezziik az My gépre, akkor az My gép nem
vélik tulterheltté. Az algoritmikus szabdlynak megfeleléen M; nem marad tilterhelt az
athelyezés utan.

Legyen tehdt az X munka a legnagyobb méretli munka az M; gépen az iitemezési
fazis elvégzése utan. Tegyiik fel, hogy az M, gép tilterheltté vilik, miutdn az X munkét
athelyezziik az M, géprol az My gépre. Legyen I egy minimalis ellenpélda, vagyis olyan
input, amelyre a lemma &llitdsa nem teljesiil (ha van ilyen), és minimdlis a munkdk
szamat illetéen. Legyen x és y az M, és az M, gép terhelése éppen abban a pillanatban,
mielott az X munka az M; gépre lett iitemezve.

Tovabb4d legyen az X munka iitemezése utan, az M; és My gépekre iitemezett munkak
méreteinek Osszege rendre u és v. (Amennyiben X az utolsé munka, akkor természetsz-
erileg u = 0 és v = 0, kiilonben legaldbb az egyik koziiliik pozitiv.) Jelsljiik az X munka

méretét az aldbbi médon: A. Ekkor a kiovetkezd egyenldtlenségeket irhatjuk fel:

r+y+ut+v+A < (s+1)0, (5)
r+u+A > po, (6)
y+ov+A > spO, (7)

ahol © az als6 korlat végleges értéke. Az (5) egyenlétlenség az alabbi ténybdl kovetkezik:
a két gépre iitemezett munkdk osszmérete legfeljebb (s+1)0. A (6) egyenlétlenség abbdl
kovetkezik, hogy az M; gép tilterhelt még az dthelyezés elétt. A (7) egyenlétlenség pedig
abbdl a feltételezésbol kovetkezik, hogy az My gép tilterheltté valik az dthelyezés utdn.

Ha az (5) egyenl6tlenséget kivonjuk a (6) és a (7) Osszegébdl, akkor a kovetkezd
egyenldtlenséget kapjuk:
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A>(s+1)0(p—1). (8)

Ekkor az (5) és a (8) egyenldtlenségekbdl kovetkezik, hogy:

r+ytut+v<(s+1)0—-A<(s+1)O(2—p). 9)

Ezekbol pedig

r+y+tutov<(s+1)0(2—p) =pO

kovetkezik, alkalmazva p-ra a p = % helyettesitést.

Ez azt jelenti, hogy ha vannak olyan munkdk, amelyek az X munka utdn érkeznek,
akkor az 6sszes ilyen munkat az M; gépre kell {itemezni az algoritmusunk szabdlyainak
megfelelden, vagyis v =0 és u > 0.

Ezéltal ellentmonddst kapunk az ellenpéldank minimalitdsdra vonatkozélag, mivel
ezen (az X munka utén érkezd) munkdk torlése utédn a © alsé hatar értéke csokken, vagy
valtozatlan marad, a gyorsabb gép terhelése nem véltozik, gy egy kisebb ellenpéldat
kapnank

Ezek szerint kovetkezik tehdt, hogy az X munka sziikségképpen az utolsé munka.
Ekkor az (5) - (9) egyenl6tlenségek viéltozatlanul érvényben maradnak, csak erésebb

forméban, hiszen tudjuk mér hogy u = v = 0.

Menjiink tovabb. Eppen mielétt az X munka megérkezne, a 3. lemma alapjan

p
r>——r
s+1— py
teljesiil, vagy ezzel ekvivalens médon (miutan itt is alkalmaztuk a p = 2(55121) = - +’1’_p =2
helyettesitést) azt kapjuk, hogy
s+ 2
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illetve

S
s+ 2

(x+y) >y (11)

Ekkor a (10), (11) valamint (7) egyenldtlenségbél nyerjiik, hogy

S+2(z+y)+A>sp@,

emiatt

(x—i—y)—i—%A > (s +2)pO =2(s+1)0. (12)

Osszevetve a (12) egyenlétlenséget (5)-tel, azt kapjuk, hogy

<S+2—1)A>(s+1)@,

s
és emiatt az kovetkezik, hogy a A > @@ > sO egyenl6tlenség-lanc teljesiil. Itt
felhasznéltuk azt is hogy s > 1.

Masrészt, az als6 korldt definicidja szerint tudjuk, hogy:

A
s

0>-—->

w3

teljesiil, ahol m > A a legnagyobb munka mérete, és emiatt s© > A. Ezéltal ellent-
monddshoz jutottunk, vagyis az indirekt feltevésiink (az M, gép tulterheltté valik) nem

igaz, vagyis kovetkezik, hogy az M, gép alulterhelt lesz az dtrendezés utan. §

7.10. A V2 < s <2 intervallum

Ebben az alfejezetben bizonyitjuk, hogy a JO algoritmus versenyképességi ardnya p(s) =

s+2

= a V2 < s < 2 intervallumon. A felsé korlatot a kovetkezd dbra szemlélteti.

5. lemma. A JO algoritmus versenyképességi aranya p(s) = Z’i—f, aV2<s<2

ntervallumon.
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(s+2)
(s+1) 137 |

8. dbra. Az ‘;i—% figgvény az I = [v/2;2] intervallumon &brézolva.

Bizonyitas. Az allitdst a 4. Lemmédhoz hasonlé médon bizonyitjuk, emiatt csak
az aldbbi esetet vizsgdlata sziikséges: az M; gép tilterhelt az iitemezési fazis elvégzése
utén és az My gép szintén tulterhelt (tulterheltté valik) ha az M; gépre iitemezett leg-
nagyobb méretii munkat az M, gépre iitemezziik at. Az egyéb esetekben végeztiink is
a bizonyitdassal. A kovetkezd bizonyitdsban két esetet targyalunk. Az elsd esetben azt
bizonyitjuk, hogy az dthelyezés utdn az M, gép nem lehet tilterhelt. A maésik esetben azt
bizonyitjuk, hogy ha az M; gép legnagyobb munk&jit athelyezziik az M, gépre, akkor
az My gép ugyan tulterheltté valhat, vagyis a terhelése lehet hogy nagyobb lesz mint
spO, de ekkor is teljesiil, hogy az M, gép terhelése csak legfeljebb spOPT, ahol OPT az
optimélis érték.

Tegyiik fel, hogy ez az &llitds nem teljesiil. Legyen [ egy minimadlis ellenpélda az
input elemszdmaéra nézve. Legyen az X munka a legnagyobb méret{i munka amely az M,
gépre lett iitemezve az iitemezési fazis sordn. Legyen ennek a munkdnak a mérete: A.
Legyen Y az a munka, amit az M, géphez utoljara rendeltiink hozza az iitemezési fazis
sordn (biztosan van ilyen munka, a feltevésiink miatt).

1. eset. Az Y munka megelézi az X munkdt a sorozatban. A 4. Lemmédban
alkalmazott tdrgyaldsmédhoz hasonléan azt fogjuk bizonyitani, hogy A > sO. Ez el-

lentmonddsban all azzal a ténnyel, hogy A < sO. A bizonyités részletei kovetkeznek az
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aldbbiakban.

Legyen x és y az M, és az M, gép terhelése pontosan az X munka iitemezése elotti
pillanatban (ekkor z,y > 0 természetes médon teljesiil és fontos megjegyezni, hogy az
Y munka mérete beleszémit y-ba.) Legyen az X munka utén érkezd és az M; géphez
rendelt munkdk osszmérete: u. Ekkor az djrarendezési fazis elotti terhelése a gépeknek
pontosan x + A + u, illetve y. Jelolje © az alsé korldt végsd értékét. Ekkor teljesiil a

kovetkezo két egyenlotlenség:

r+y+A+u<(s+1)0, (13)

y+A>p-s-0. (14)

A (13) egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy:

r+y<z+y+u<(s+1)©—A. (15)

Itt jegyezziik meg, hogy az X munka iitemezése el6tt az M; gép tuilterhelt volt (mivel
az M, gép az iitemezési folyamat barmely pillanatdban tulterhelt) és ekkor a gépek
terhelése pontosan x és y. Ekkor a 3. Lemma alapjan azt kapjuk, hogy

s+2

r>———y,
52+5—1y

hiszen p = ii—f Ebbol pedig kovetkezik, hogy

(s+ 1)

> 1.
Y 52+s—1y

A (15) egyenldtlenség alapjén teljesiil

s24+s5—1

Emiatt, alkalmazva a (14) egyenlétlenséget azt kapjuk, hogy:
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2+ 2s s2+s5—1 s24+s5—1 s24+s—1
s+1 s+1 (s+1) (s+1)

A > psO —y >

A fenti egyenl6tlenség alapjén pedig kovetkezik, hogy

s+ 2

Gt~ @

vagyis A > %@ > 50.

2. eset. Az Y munka az X munka utdn kovetkezik a sorozatban. Ez azt jelenti,
hogy az 6sszes munka, ami az Y munka utdn kovetkezik, az M; géphez lesz rendelve. Al-
litjuk, hogy az Y munka az utols6 a sorozatban. Ellenkez6 esetben ugyanis egy révidebb
sorozatot kapunk, azaltal, hogy eltdavolitjuk azokat a munkdkat, amik az ¥ munka utén
kovetkeznének. Ez pedig ellentmond annak a ténynek, hogy az I sorozat minimaélis.

Jelolje az Y munka végrehajtasi idejét A. Legyen a gépek terhelése (kozvetleniil az

Y munka iitemezése utédn) rendre L; = x + A és Ly = y + A. A 4. lemmadban talélhaté

levezetéshez teljesen hasonléan kapjuk:

t+A+y+A < (s+1)0,
r+A > pO,

y+A+A > spO,

emiatt ezekbol az egyenldtlenségekbdl pedig egyértelmiien kovetkezik az a tény, hogy

A>0O(s+1)(p—1)=06.

2.1. eset. Tegyiik fel, hogy A > A. Ekkor azt kapjuk, hogy
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OPszax{A,A+A}.

s

Ennek az oka, hogy ha egy optimdlis megoldds esetén ha az X, vagy az Y munkat az
M géphez rendeljiik hozza, akkor: OPT > A, kiilonben mindkét munkét az M, géphez
rendeljiik hozzd, ekkor pedig: OPT > % teljestil. Ezaltal

OPT > max{@,A, A +A}
teljesiil. Ebbol pedig kovetkezik, hogy
Y+ A+A<(s+1)0—pO+A < (s+2—pOPT = spOPT, (16)

ahol az utolsé egyenldtlenség OPT > max{©, A} kiovetkeztében teljesiil, és az utolsd
egyenloség p = ji—f miatt teljesiill. Ez azt jelenti, hogy az X munka dtrendezése utdn a
versenyképességi ardnyra vonatkozoé felsé korldt nem sériil.

2.2. eset. Tegyiik fel, hogy A > A. Ekkor az X munkdnak van a legnagyobb mérete
az Osszes munka kozott. Két lehetséges esetet vizsgdlunk meg a kovetkezOkben (ezek
egyike sziikségképpen teljesiil, de csak az egyikiik), aszerint, hogy optimaélis iitemezés
esetén az X munka az M; gépre lesz iitemezve, vagy pedig az My gépre keriil.

2.2.1. eset. Optimalis iitemezés esetén az X munkdt az M; géphez kell hozzéren-
delni. Ekkor OPT > A teljesiil. A 2.1. eset vizsgdlatdhoz hasonléan bizonyithaté, hogy
az X munka dthelyezés utdn az My gép terhelése legfeljebb spOPT lesz.

2.2.2. eset. Ha optimdlis iitemezés sordan az Y munka az M; gépre keriil, akkor
OPT > maxz{©,A}. Ha mindkét munka (mdrmint X és Y is) az M, gépre keriil,
akkor OPT > max{@,%} > max{©,A}, mivel s < 2 és A > A. Emiatt, OPT >
max{O, A} mindenképpen teljesiil.

Tudjuk, hogy az Y munka az utolsé a sorozatban és az M, géphez rendeltiik hozza.

Teh&t az algoritmusunk szabdlya szerint ez azt jelenti, hogy az M, gép tulterhelt maradna,

ha az Y munka az M; gépre keriilne, még akkor is ha ezutdn az X munkdt az M, gépre
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9. abra. A fels6 korlét fiiggvények osszehasonlité abrdja.

helyezziik &t.
Vagyis © + A > pO, ekkor alkalmazzva a (16) egyenlétlenséget, azt kapjuk, hogy:

Y+ A<(s+1)©—pO =(s+1—p)0O.

Ebbdl kovetkezik, hogy:

Y+ A+A<(s+1—p)O+0OPT <(s+2—pOPT = spOPT,

ahol az utolsé egyenldtlenség OPT < max{O, A} kovetkeztében teljesiil, és az utolsé

s+2

egyenldség p = =5

miatt teljesiil. Tekintettel arra, hogy az 6sszes lehetséges esetet
megvizsgaltuk, a bizonyitas teljes. 1§

A 4. lemma és az 5. lemma altal a kovetkez6 allitast bizonyitottuk be:

2(s+1)

6. tétel: A JO algoritmus versenyképességi ardnya 1 < s < /2 esetén R

, . L A 542
valamint a versenyképességi ardny /2 < s < 2 esetén =

Megjegyzés: A JO algoritmussal jelentésen javitottunk a lehetséges felsé korldton
(K =1¢és1 < s < 2 esetén), azonban az elért korldt még nem éles, legaldbbis nem

ismerjiik az éles felsd korlatot. Mivel az 6sszes tobbi esetben (vagyis ha K > 2, vagy ha
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s > 2) mér ismert az éles ardny, egyediill K =1 és 1 < s < 2 esetén maradt tovabbra is

nyitva valamely optimadlis algoritmus versenyképességi ardnyanak meghatérozésa.
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