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1. El6zmények

Napjainkban igencsak elterjed a gorbiilt kézépvonala rudak hasznilata mér-
noki alkalmazasokban. Gondoljunk példaul az ivelt kialakitédsu hidszerkeze-
tekre, tetGszerkezetekre, vagy a repiil6gépek egyes merevits elemeire. Az ilyen
rudak mechanikai viselkedésével méar szamos kutato foglalkozott. Az ujabb
és tjabb modellek mind pontosabban és altalanosabban irjdk le ezen szer-
kezeti elemek mechanikai viselkedését, a szerkezetben kialakulo fesziiltségek
eloszlasat [1,2,3], stabilitasat [4,5, 6], rezgéseit [6,7,8].

Ma mér nem csak homogén, hanem heterogén, vagy inhomogén anyagu
gorbe rudak legyartasara is egyre gazdasagosabb lehetdség nyilik, elGsegitve
ezek terjedését. Az ilyen rudak olyan el6nyés tulajdonsagokkal rendelkezhet-
nek homogén tarsaikkal szemben, mint példaul a kisebb tomeg, magasabb
szilardsag, vagy a jobb korrozidallosag. Keresztmetszeti inhomogenitasnak
nevezzik azt az esetet, amikor az anyagjellemzdk, mint a rugalmassagi mo-
dulus F, illetve a Poisson tényezd v csak a keresztmetszeti koordinataktol
fiiggenek és a ( tengelyre vonatkozdan szimmetrikus eloszlasuak. Ez az elosz-
las lehet folytonos, vagy szakaszonként allandd. Néhany példat szemléltet az
1. abra.

(I Y

1. Abra. Néhany példa keresztmetszeti inhomogenitasra.

A gorbe rudak mechanikai viselkedésével a XIX. szazadban kezdtek el fog-
lalkozni. A legelss eré-elmozdulas sszefiiggést Bresse (1854) irta fel. Winkler
volt az elsG, aki a normaélfesziiltség-eloszlast meghatarozta (1858); Grashof
pedig egyensilyi modszerrel szarmaztatta a nyiréfesziiltség-eloszlast (1878).
Ezen jol ismert eredmények megtalalhatok példaul az [1,9] munkakban is.

Az érdekl6dés még ma is élénk az ilyen szerkezeti elemek irdnt. Folyama-
tosan sziiletnek 1j modellek, amelyek véltozatos terhelési esetekben, kiilon-
boz6 geometridkra és akadr nem homogén anyagokra is alkalmazhatok. Pél-
daként emlitheté Ascione és Fraternali [10] cikke, amelyben a szerzdk vé-
geselemes technikéival vizsgéljak a normal- és nyirofesziiltségek eloszlasat t6-
kéletesen kapcsolt, rétegzett rudakban: minden egyes szelvényt Timoshenko
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rudként kezelnek. Segura and Armengaud [11] egyszerd analitikus megol-
déasokat dolgozott ki a fesziiltségek meghatarozasara kompozit rudakban: a
normaélfesziiltség-eloszlas a keresztmetszet felett hiperbolikus fiiggvénye a rid-
erének és a hajlitonyomatéknak egyarant. A szerzk tovabbi eredménye, hogy
kiterjesztették a Bredt-képletet kompozit gérbe rudakra. Baksa és Ecsedi
[12] egyenes tengelyt, keresztmetszeti inhomogenitasu rudakkal foglalkoznak,
amennyiben az igénybevétel tiszta hajlitas. Kozak és Szeidl az [1] konyvik-
ben formuldkat vezetnek le egyenes tengelyd, keresztmetszeti inhomogenitésa
rudakra és egyuttal homogén anyagu gorbe rudakat is vizsgalnak. Az atte-
kintett irodalom alapjan keresztmetszeti inhomogenitasi gorbe rudakban a
fesziiltségek eloszlasdval még nem foglalkoztak.

Egy masik, szintén népszert teriilet a stabilitdsvizsgdlat. Euler 1757-ben
publikalta kozismert képletét, amely az egyenes kézépvonald, nyomott rudak
kihajlasdhoz tartozé kritikus erét adja meg. Gorbe rudakkal joval késébb
kezdtek el foglalkozni. A korai irodalmi munkdk nem vették figyelembe a
kézépvonal hosszvaltozasat — lasd pl. Hurlbrink [13] cikkét. Chwalla és Koll-
brunner [14] megmutatta, hogy a nyulasnak jelentss befolyésa lehet a kritikus
terhelésre. Az 1950-es éveket kovetGen a témaba vagd vizsgalatok felgyorsul-
tak. Szeidl a PhD értekezésében [6] korivalaki rudak kritikus terhelését hata-
rozza meg, amennyiben ismert az irdnytarté teher Fourier-sora. DaDeppo és
Schmidt [15] fiiggsleges koncentralt erével terhelt korivalaka rudak kritikus
terhelésére kozol formulat. A szerzék megmutatjik, hogy a vizsgalatok soran
célszerd bizonyos mésodrendi tagokat megtartani.

Lapos korivalaka rudak viselkedését vizsgalva Pi, Bradford et al. [4,16]
ramutatott, hogy fontos a stabilitdsvesztés el6tti deformacidok hatésat is fi-
gyelembe venni, mivel ellenkezs esetben a modell veszélyesen tulbecsiilheti
a megengedhets terhelést. A szerz6k az elmult években homogén, lineari-
san rugalmas anyagu rudak stabilitasat tanulményozték alaposan az altaluk
kidolgozott analitikus modellel, amelyben nemlinearitas a forgasmezén keresz-
til jelenik meg. A modell kiértékelése szamos esetben megtortént: megoszlo,
koncentralt terhelésekre; kiilonboz6 szimmetrikus és nemszimmetrikus, akér
rugalmas tamaszelrendezésekre. Bateni és Eslami [5] ugyanazokat a kinemati-
kai feltevéseket hasznaljak, mint a [4] cikk szerz6i. Az eltérés, hogy ez utobbi
munka funkcionélisan gradiens anyagu rudakra alkalmazhato.

A gorbe rudak rezgései az 1920-as években keriiltek az el6térbe. Den
Hartog volt az els6 (1928), aki a szabadrezgéseket vizsgalta. Korai, &m jelentds
eredmények taladlhatok még példaul a [17, 18] munkikban — a szerz6k mind
nyulasmentes kézépvonalat tételeztek fel.

Szeidl a PhD értekezésében [6] azt vizsgalja, hogyan befolyasolja a kézépvo-
nal hosszvaltozasa a szabadrezgések sajatfrekvencidit, ha konstans radialis er6
a korivalakid rad terhelése. A szerz6 a Green-féle fliggvénymaétrix hasznalata-
val éri el az eredményeit. Ennek segitségével a vonatkozo6 peremérték-feladatot
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Fredholm integralegyenletekkel helyettesiti. Kang et al. [19] a sajatfrekvenciak
szamitasadhoz a Timoshenko elméletet hasznaljak és nem hanyagoljak el sem
a keresztmetszet elfordulasabol ad6dé hatasokat a tehetetlenségi erérendszer
tekintetében, sem pedig a nyiréasi deforméaciokat. Tiifekci és Arpaci [7] egzakt,
analitikus megoldéasi modszert mutat be a sajatfrekvenciak meghatéirozasara.
Figyelembe veszik a kozépvonal nyulasinak hatasat, a nyirasi deforméciokat
és a forgasbol adodo inerciaercket egyarant. Kovacs [8] rétegzett rudakat
vizsgal. A rétegek kozotti kapcesolat lehet tokéletes, de akar el is csuszhatnak
egyméshoz képest.

Van még néhany tovabbi irodalmi forras, amelyek a Green fiiggvényt hasz-
naljak dinamikai feladatok megoldasara. Szeidl et al. [20] csuklos, illetve be-
fogott gorbe rudak szabadrezgéseinek sajatfrekvenciait hatarozzéak meg ezzel
a technikaval. Kelemen [21] kiterjeszti az el6bbi modellt. A sajatfrekvenci-
dkat, mint konstans, radidlis megoszlo terhelés fiiggvényét adja meg. Li et
al. [22] id6ben harmonikus, koncentralt erdvel terhelt egyenes, Timoshenko
rudak rezgéseit vizsgaljak.

2. Célkitiizések

Az attekintett irodalom alapjan keresztmetszeti inhomogenitasia gérbe rudak-
kal kapcsolatban az alabbi célkitiizéseket fogalmazom meg:

1. Célkitiizés: Néhany homogén anyagu sikgorbe rudra érvényes klasszikus
képlet altalanositasa. A részleteket is kibontva az alabbi célkittizésekkel
élek:

— Két, homogén gorbe rudra érvényes elemi Osszefiiggés altalanosi-
tasa keresztmetszeti inhomogenitas esetére. Ezek a képletek a nor-
maélfesziiltség eloszlasat adjak meg a raderd és hajlitonyomaték is-
meretében.

— Egy tovabbi Osszefiiggés levezetése a nyirdfesziiltség szamitasara.

— A nyiréasi korrekcios tényezét ado Gsszefliggés szarmaztatasa.

— A zart alaka képletekkel szamitott megoldédsok Gsszehasonlitasa ke-
reskedelmi végeselemes szoftver szamitasaival.

2. Célkittizés: Az attekintett irodalomban nem talaltam eredményeket ke-
resztmetszeti inhomogenitasa (lapos) gorbe rudak stabilitasvizsgalatara
vonatkozoan. Ennek alapjan, figyelembe véve a homogén gorbe rudakkal
kapcsolatos vizsgalatokat, illetve azok eredményeit, az alabbi részcélokat
fogalmazom meg:

— Olyan 1j nemlinearis modell szarméazaztatasa a virtualis munka
elvbdl, amely nem csak lapos rudakra érvényes. Elvaras, hogy ez
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pontosabb legyen, mint a [4,23] cikkekben alkalmazott modell. To-
vabbi el6nye az 1j modellnek, hogy figyelembe veszi majd a kereszt-
metszeti inhomogenitas hatésat is.

— Szamitasok végzése két végén csukloval megtamasztott, illetve be-
fogott, valamint két végén csukloval és az elfordulast gatlo rugoval
megtamasztott keresztmetszeti inhomogenitasu sikgérbe rudakra,
ha koronaponti fiiggéleges koncentralt er$ a terhelés. A szdmitasok
célja a kritikus terhelés meghatarozasa szimmetrikus és antiszim-
metrikus kihajlasi alak esetén.

— A jellemz§ stabilitasi tartomanyok és hatarai megkeresése.

— A kapott eredmények Osszehasonlitdsa a homogén rudakkal kap-
csolatos egyes irodalmi eredményekkel, valamint az Abaqus véges-
elemes szoftver szamitasaival.

3. Célkitiizés: Keresztmetszeti inhomogenitast terhelt gérbe rudak rezgé-
seinek vizsgélata. A részleteket is kibontva az alabbi célokat fogalmazom
meg:

— Azon peremérték feladatok levezetése, amelyek megoldasabol meg-
allapithaté, hogyan befolyésolja a két végén csukloval megtamasz-
tott csuklos, illetve befogott heterogén sikgdrbe rudak sajatfrek-
venciait a koronapontban miik6dé fiiggsleges, koncentralt erd.

— A vonatkozo Green-féle fliggvénymaétrixok meghatarozasa, figye-
lembe véve, hogy a koncentralt ers a szerkezet gorbiileti kbzéppont-
jatol kifelé (huzas), illetve a kdzéppont felé (nyomas) is iranyulhat.
(A tamaszok hatasat is figyelembe véve Osszesen négy Green-féle
fliggvénymatrixrol van sz6).

— Tovabbi cél a sajatfrekvencidkat ado sajatérték-feladatok (amelyek
fiiggenek a terheléstdl) visszavezetése homogén Fredholm integral-
egyenletekkel meghatarozott sajatérték-feladatokra. (Négy homo-
gén integral egyenletrendszer levezetése a cél).

— Az utobbi négy sajatérték-feladat helyettesitése algebrai sajatérték-
feladatokkal, illetve az algebrai sajatérték-feladatok numerikus meg-
oldésa.

— A terhelés rezgések sajatfrekvencidira gyakorolt hatdsanak vizsgé-
lata (ha a terhelés zérus, visszakapjuk a szabadrezgésekre vonat-
kozé Osszefiiggéseket).

— Az eredmények Osszehasonlitasa végeselemes szdmitasokkal, illetve
kisérleti eredményekkel.



3. Az elvégzett vizsgalatok

A mechanikai modellek levezetésekor az aldbbi fontosabb egyszertsits felte-
véseket hasznaltam ki:

— keresztmetszeti inhomogenités esete forog fenn,

— az elmozdulasok és alakvéltozasok kellgen kicsik,

— egydimenziésak a radmodellek,

— az (E-vel stlyozott) kozépvonal a sajat sikjaban marad,

— a sikgorbe rud allandé keresztmetszetd és allandd a kezdeti gorbiileti

sugar,

— arud keresztmetszete szimmetrikus a rad kézépvonala altal meghatéro-

zott, sikra nézve,

— érvényes a klasszikus egyrétegi (single layer) elmélet,

— a o¢ normalfesziiltség joval nagyobb, mint a o, és o¢ fesziiltségkompo-

nensek.

A normalfesziiltséggel kapcsolatos zart alaku képletek levezetésekor feltéte-
leztem az Euler-Bernoulli hipotézis helyességét. A modell olyan terheléseknél
alkalmazhato, amikor az igénybevétel hajlitas és raderd (a nyiras hatasa felte-
vés szerint ekkor elhanyagolhato). ElSszor az egzakt Osszefliggést vezettem le.
Tovabbi atalakitasok eredménye a Grashof (Winkler) formula altalanositasa.
Eszerint a hajlitonyomaték konstans és hiperbolikus, a rider6 pedig konstans
normaélfesziiltség-eloszlést eredményez a keresztmetszet felett. FEzen feliil dj
eredmény egy masik formula levezetése a normalfesziiltségre és a zérusvonal
koordinatajara vonatkozdan tiszta hajlitds esetén — mindkét mennyiség fiigg
az anyagi eloszlastol.

A nyirofesziiltséget a rud egy szakaszénak egyensilyat leird osszefiiggésbdl
vezettem le, vagyis a kinematikai egyenletek nem teljesiilnek maradéktalanul.
Az eredmény Grashof egyensilyi modszerének kiterjesztése keresztmetszeti
inhomogenitédsra. Az eljaras el6nye a viszonylag egyszerti, zart alakt formula.
A nyirasi korrekcios tényezore is levezettem a kapcsolatot.

A stabilitasi probléma modellje is az Euler-Bernoulli hipotézisen alapszik.
Egyuttal a kinematikai feltevés a forgasokon keresztiil masodrendi tagot is
tartalmaz. Tekintve, hogy a vizsgalt szerkezeti elem alapvetéen egy lapos
gbrbe rud, a tangencialis elmozdulasok forgasokra valo hatasa elhanyagolhato.
Mivel az el6zmények alapjan a stabilitasvesztés el6tti deformaciok jelentGsek,
ezek hatdsaval is szdmoltam. A virtuélis munka elvbdl vezettem le a vonat-
kozo6 egyensilyi egyenleteket, feltételezve, hogy a rid koncentralt és megoszld
ergvel terhelt, és két végén eltérs merevségi spirdlrugéval van megtadmasztva.
A kiértékelést arra az esetre végeztem el, amikor a terhelés koronaponti kon-
centralt er6. Szimmetrikus tdmaszelrendezés esetén egy egyszerisitett félrad
modellel helyettesitettem a problémat. A koézépvonal (nemlinearis) axialis
nyuldsa allandonak vehets a tekintett viszonyok mellett. Ezt is kihasznalva
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olyan negyedrendii, kdzonséges differencidlegyenlet irja le matematikailag a ki-
tlizott feladatot, amely zart alakban megoldhaté. Erdemes megemliteni, hogy
az utobbi megéallapitasok érvényesek maradnak az egyes fizikai mennyiségek
stabilitasvesztéshez tartozo a névekmeényeire is.

Szemi-analitikusan kiértékeltem csuklés, befogott és rugalmasan megté-
masztott rudakat. Ez érinti tobbek kdzott a stabilitasvesztés el6tti kritikus
egyensilyt is az anyag, a geometria és a terhelés fiiggvényében. Ahogy az az
eredményekbdl kideriil, el6fordulhat, hogy nincs stabilitdsvesztés, amennyi-
ben viszont van — az esetek tobbségére ez jellemz§ — akkor a kihajlott rad
alakja vagy szimmetrikus (ekkor nem zérus a nyulasndvekmény), vagy anti-
szimmetrikus (ekkor zérus a nyulasnovekmeény). Meghataroztam a vonatkozo
kritikus nyulasokat, és ezek ismeretében a kritikus terheléseket is kiszamitot-
tam. Kideriilt, hogy a nagyon lapos rudaknél nem varhat6 stabilitasvesztés,
mig a tovabbi esetekben meghataroztam, hogy a két lehetséges kihajlasi alak-
bol melyik kovetkezik be elGszor adott geometria és anyagjellemzsk mellett.

Csuklos rudaknél antiszimmetrikus kihajlasi alak varhat6, mig befogott
rudaknal a szimmetrikus alak a dominans. Ha a tamaszoknal (zérus) [a végte-
lenhez tart] a rugémerevség, akkor visszakapjuk a (csuklos) [befogott] rudakra
érvényes Osszefiiggéseket. A rudak viselkedésének alaposabb megértéséhez
megrajzoltam az elsGdleges egyensulyi utakat is minden egyes jellemzgé stabi-
litasi tartomanyra. Kereskedelmi végeselemes szoftverrel végzett szamitasok
és irodalmi forrasokkal vald Gsszevetés egyardnt azt jelzi, hogy az eredmények
realisak mindhérom tamaszelrendezésre feltéve, hogy a nyilasszog kisebb, mint
harom radian. Egyszerd szampéldék illusztraljak, hogy a heterogenitasnak je-
lent&s hatasa van a megengedhets terhelésre, azaz nem lehet figyelmen kiviil
hagyni ezt a tulajdonsagot.

A rezgéstani vizsgalatoknal a linearis elméletet és egy, az Euler-Bernoulli
hipotézisen alapul6 ridmodellt hasznaltam. Tovabbi valtozas az el6zGekhez
képest, hogy a tangencialis elmozdulasok forgasokra val6é hatasét ezittal meg-
tartottam. Arra a kérdésre kerestem a valaszt, hogyan hat a sajatfrekvenci-
dkra a koronaponti koncentralt, fiiggsleges iranyu terhelés. A koncentralt
ergvel valo terhelés hatasara kialakul6é egyensilyt a virtualis munka elvbél
vezettem le. A koncentralt eré allandé nyuléast okoz a kdzépvonalon. A stabi-
litasvesztés el6tti egyensulyt kozonséges differencidlegyenletek irjék le.

Ami a feladat dinamikai részét illeti, a tehetetlenségi erék figyelembe-
vételével harmonikus rezgésekre koncentraltam. A modell egy 6nadjungalt
sajatérték-feladatra vezet, ahol a sajatértékek aranyosak a sajatfrekvenciak
négyzetével. A megoldast kiilon kellett megkeresni hiizo- és nyomébers esetén.

Zart alakban meghataroztam a Green-féle fiiggvénymatrixot csuklos és
befogott rudakra. A megoldasi eljarashoz sziikséges, hogy a kozonséges line-
aris differencidlegyenletek altaldnos megoldéasa (alaprendszere) zart alakban
ismert legyen. A Green-féle fliggvénymatrixok ismeretében mind a négy (egy



kozonséges differencidlegyenlet-rendszerrel és a vonatkozo homogén peremfel-
tételekkel meghatarozott) sajatérték probléma atalakithaté homogén Fred-
holm integralegyenletekkel leirhato sajatérték-feladatra. Ezek a [6] tanul-
ményban kozolt technikdval megoldhaték numerikusan, algebrai sajatérték-
feladatra torténd visszavezetéssel.

A rezgéstani vizsgalatoknal figyelmet kellett forditani a kritikus nyilésra
is, mert amennyiben ezt elérjiik, kihajlas kovetkezik be. Tovabba, mivel a gya-
korlatban rendszerint a terhelés ismert és a modellben a nytilas a paraméter,
a kettd kozti egyértelmd kapcsolatot is levezettem.

A szabad- és terhelt rezgésekre érvényes eredményeket kiértékeltem és
Osszehasonlitottam irodalmi adatokkal és végeselemes szamitasokkal. Ezeken
feliil, néhany kedves roméniai kolléganak kdszonhetGen mérési eredményekkel
is Gssze tudtam vetni a modellt.

Ami az eredményeket illeti, a gérbe rad paros terheletlen sajatfrekvencia-
inak és az ugyanolyan hosszisagu és anyagu csukldés megtamasztasa egyenes
riad elsd sajatfrekvencidinak hényadosa csak a gorbe rud nyilasszogétdl fiigg,
mig a paratlan frekvencidk esetén a keresztmetszeti geometriatol és az anyagi
eloszlastdl is.

Csuklés rudakndl a masodik terhelt és terheletlen frekvencidk hényado-
sanak négyzete igen jo kozelitéssel linedrisan (nd) [csokken| a nyulas-kritikus
nyulas viszonyszamtol, amennyiben az er6 (huzoerd) [nyomoers]. Tovabbi jel-
legzetesség, hogy a nyilasszdg, az anyag és a geometria nincs hatassal erre
a kapcsolatra. Befogott rudaknal kevésbé linedris ez a hanyados, és jobban
fiigg a nyilasszogtdl is. Az anyagi Osszetétel frekvencidkra gyakorolt hatésat
egyszerd szampéldak illusztraljak.

4. Uj tudomanyos eredmények

Az els célkitlizés az volt, hogy egyszerii Osszefiiggéseket vezessek le a kereszt-
metszeti inhomogenitést gérbe rudakban kialakulé felsziiltségallapot koézeli-
tésére oly mdédon, hogy a klasszikus homogén képleteket altalanositom. Ez
magéban foglalja a normél és a nyirdfesziiltség szamitésat. Ugyanakkor a
nyirasi korrekcios tényezot is altalanositottam. A legfontosabb eredményeket
foglalja Gssze réviden az

1. TEz1s

l.a. Levezettem egy egzakt és két kozelitG Osszefiiggést a normaélfesziiltség
szamitasara amennyiben a keresztmetszeti inhomogenitést gorbe rad
terhelése ruders és hajlitonyomaték. A két kozelité modell jol ismert,
homogén esetre vonatkozé Osszefiiggések &ltaldnositasai. Szarmaztat-
tam egy tovabbi formulat a nyiréfesziiltség szamitésara.

1.b. Ezeken feliil a nyirasi korrekcios tényezére is felirtam egy Gsszefliggést.
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A fesziiltségeloszlasokra kapott 14j képletek eredményeit Gsszehasonlitot-
tam néhany végeselemes szamitassal. Jo egyezés tapasztalhato.

Ami a vonatkozo publikiciokat illeti, lasd a (8), (12) és (19) hivatkozésokat.
Habar a (12) és (19) esetén a cim megegyezik, az utobbi joval részletesebb.

2. TEz1s
Keresztmetszeti inhomogenitasa sikgérbe rudak rugalmas stabilitasat vizsgal-
tam, amennyiben a rud terhelése koronaponti koncentralt, fiiggéleges iranyu
merev erd.

2.a.

2.b.

2.d.

Levezettem egy 1j modellt keresztmetszeti inhomogenitasi korivalaka
rudak stabilitdsanak vizsgalatdara. Ez mind a stabilitasvesztés el6tti,
mind az azt kovets (szimmetrikus, vagy antiszimmetrikus) egyenstlyi
helyzetet pontosabban kozeliti a korabbi, homogén [4,24], vagy funk-
ciondlisan gradiens anyagra érvényes [5] irodalmi modelleknél. Béar el-
hanyagoltam a tangencialis iranyu elmozdulasok hatéasat a forgasokra
— a [4,24] cikkek szintén élnek ezzel a feltevéssel — Gsszességében az 1j
modell kevesebb egyszertsitést alkalmaz, kdvetkezésképp a kritikus ter-
helésekre vonatkozo eredmények (Osszefiiggések) pontosabbak, mint a
korabbi munkak eredményei.

Kiértékeltem a modellt (a) két végén csukloval megtamasztott; (b) két
végén befogott; (c) két végén spiralrugoval megtamasztott rudakra. Meg-
hataroztam a lehetséges stabilitasi tartoméanyokat (nincs stabilitasvesz-
tés, szimmetrikus/antiszimmetrikus stabilitdsvesztés a dominans). A
jellemzd tartoményok hatarai nem allandéak a A médositott karcsasagi
tényezGben, mint a kordbban is emlitett modelleknél, hanem fiiggenek
az. m paramétertdl is, tehat az E-vel silyozott inerciasugéartol és a gor-
biileti sugartol is.

Osszehasonlitasokat végeztem korabbi modellekkel és végeselemes sza-
mitasokkal. Ezek alapjan a modell nem csak szigortian véve lapos ru-
daknal kozeliti j6l a megengedhets terhelést, hanem egészen harom ra-
dian nyilasszogig. A korabbi modellel szemben kisebbek az eltérések, ha
kisebb a nyilasszog.

A keresztmetszeti inhomogenitédsnak jelentés hatasa lehet a kritikus ter-
helésre — ezt az allitast egyszerd szampéldaval illusztraltam.

Ami a vonatkozo publikiciokat illeti, lasd a (2), (3), (5), (10), (11), (13)-

(18) és (20) hivatkozasokat.

3. TEz1s
Keresztmetszeti inhomogenitasiu gérbe rudak rezgéseit is vizsgaltam, amennyi-
ben koronaponti koncentralt, fligg6leges iranyt er6 a terhelés.
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3.a. Olyan 6nadjungilt sajatérték-feladatokat vezettem le, amelyek megol-
dasaval meghatarozhato hogyan befolyédsolja a sajatfrekvencidkat a ra-
diélis terhelés. Csuklos és befogott rudra egyarant meghataroztam a
Green-féle fliggvénymatrixokat feltéve, hogy a rid el6 van terhelve egy
koronaponti koncentralt erével. Itt figyelembe kellett venni, hogy a ko-
zonséges differencidlegyenletek elfajulok.

3.b. A Green-féle fiiggvénymatrixokkal az 6nadjungalt sajatérték-feladatokat
homogén Fredholm integralegyenletekre vezettem vissza, amikbél a sa-
jatfrekvenciakat meghatéroztam. Ez Osszesen négy, homogén Fredholm
integrélegyenlet-rendszert jelent. Az integralegyenletek minden olyan
merev (konzervativ) terhelésre hasznalhatok, amelyekre nézve allandoé a
kozépvonal menti fajlagos nyulas — ez lehet akar pozitiv, akir negativ
elGjeld mennyiség. A sajatérték-feladatokat algebrai egyenletrendszerrel
helyettesitettem és numerikusan megoldottam.

3.c. A masodik terhelt és terheletlen frekvencidk négyzetének hanyadosa jo
kozelitéssel linedrisan fiigg a kozépvonal nyulasa/kritikus nyulds hanya-
dostol és fliggetlen a geometriatél, valamint az anyagi 0sszetételtdl csuk-
16s rudaknél. Befogott esetben ugyanakkor a kapcsolat inkabb kvadra-
tikus és a nyilasszognek érezhetd befolydsa van az eredményekre. A
terhelés-nyulas kapcsolat ismeretében meghatarozhat6 az adott er6hoz
tartozé nyulas értéke és igy a terhelt rud sajatfrekvenciai. Ha zérus a
nyulas, visszakapjuk a szabadrezgésekhez tartozé frekvencidkat.

3.d. A numerikus szamitési eredményeket néhény esetben végeselemes sza-
mitasokkal és kisérleti eredményekkel is Osszevetettem. Ezek alapjan a
modell jol kozeliti a frekvencidkat.

Ami a vonatkoz6 publikaciokat illeti, lasd az (1), (4), (6), (7), (9), (11) és (20)
hivatkozasokat.

5. Az eredmények alkalmazasi lehetdségei

Az elért eredmények alkalmazhatok homogén és heterogén anyagu gorbe ru-
dakra abbdl a célbodl, hogy az attekintett viszonyok mellett megjésoljuk azok
viselkedését (esetleges tonkremenetelét, stabilitdsvesztését, rezgéseit). Mivel
a szakemberek folyamatosan publikidlnak egyre Gjabb és altaldnosabb model-
leket, lehetdség nyilik egyre pontosabban kozeliteni a tényleges viselkedést és
igy csokkenteni a bizonytalansagokat és koltségeket megtakaritani.

Némelyik eredményt, tigy gondolom, lehetne hasznositani az oktatasban is,
mivel manapsag a nem homogén anyagu rudak is egyre nagyobb teret nyernek



a mérnoki gyakorlatban. ElsGsorban a fesziiltségeloszlasokra levezetett zért
alaku formulakra gondolok itt. Tovabba a stabilitasi modellt is be lehetne
egyszerisitve épiteni a tantervbe annak érdekében, hogy szélesitse a hall-
gatok latokorét, illetve tudasat a stabilitasvesztés jelenségével kapcsolatban,
hiszen a tananyag sokszor csak az Euler-féle nyomott rudakra vizsgalatara
korlatozodik.

Ezeken feliil a levezetett modellek tn. benchmark célokat is szolgalhatnak
tovabbi modellek ellenérzésére.

6. Tovabbi kutatasi feladatok

A levezetett modelleken szdmos javitast, finomitast és altalanositast lehetne
a jovében végrehajtani. Legegyszeriibben a terhelés és/vagy tamaszok alkal-
mas megvaltoztatasdval még jobban ki lehetne terjeszteni azt a kort, amelyre
nézve a vizsgalatok elvégezhet6k lennének — példaul akar nem szimmetrikus
tamaszelrendezésre, vagy haromcsuklos ivekre gondolok itt. Megjegyzem,
hogy az egyik oldalon csukloval megtamasztott, a méasikon befogott, illetve
a két végén csukloval és az elforduldst gatlé rugéval megtamasztott rudakra
nézve folyamatban vannak a rezgéstani vizsgalatok.

A stabilitasi modell feltevéseit megtartva érdekes kérdés lehet, hogyan
valtoznak a jellemzd stabilitasi tartoméanyok és kihajlasi alakok, amennyiben
a rad nem a koronapontban van terhelve sugarirdnyd, vagy épp fiiggsleges
erével. A poszt-kritikus, de akir a dinamikai viselkedéssel is érdemes lenne
foglalkozni. Lehetne egydimenzids végeselemes modellt is késziteni, ahol véges
nyulasok és/vagy forgasok jelennének meg.

Ugyanakkor olyan tovabbi kérdések is felvetGdhetnek, hogyan lehetne az
itt bemutatott modellek tapasztalatait felhasznélni nem korivalakt rudaknal,
nem sikbeli feladatoknél, bimodulust anyagokndl, nyirdsi deformaciok figye-
lembevételénél, a rétegek kozotti csiszas figyelembevételénél, stb.

Nagy pozitivum lenne kisérletekkel is igazolni az eredmények helyességét.
Ehhez kapcsolédéan van egy jelenleg is zajlé egyiittmiikodés a brasséi Tran-
silvania Egyetemmel.

7. A jelolt vonatkoz6 publikaci6i
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