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1. Bevezeto

Ha er6s magneses tert csillagok — fehér torpék vagy neutroncsillagok — modellszinképét
akarjuk megszerkeszteni, kikeriilhetetlen feladat az erés, homogén magneses térbe tett
hidrogénatom energianivéinak meghatdrozasa, azaz a diamagneses Coulomb-probléma
megoldasa. Kiilon szerencse, hogy ennek a problémanak a megoldasa a legtobbszor
elegend6 is, mivel az ilyen degeneralt csillagok fotoszférajabol — az esetek tulnyomo
tobbségében és az optikai tartomdnyban — csak a hidrogént észleljik. Vagyis az ilyen
objektumok spektruma kozel sem olyan Osszetett, mint a kozonséges (nem elfajult)
csillagoké, amelyet rengeteg semleges és ionizalt atom, s6t, molekula alakit ki. A csak
hidrogénbdl allé 1égkdérok jobb megértése azonban ilyenkor is adhat 1j eredményeket
azaltal, hogy a hidrogénbdl 4ll6 1égkort pontosabban lehet szepardlni.

Sajnos, a probléma mégsem olyan egyszeri, mint azt ezek utdn gondolnank!
Noha a diamagneses Coulomb-problémat mar a kvantummechanika kezdeti idoszakaban
megfogalmaztak, a megoldds mindmadig nem tekintheté teljesnek. Az asztrofizikai
célokra is megfeleld els6 szamitasok a hetvenes-nyolcvanas évek forduléja tajan késziiltek.
Ezek folytatasaként, tobb mint szaz kutato kozremiikodésével, kozel husz év alatt késziilt
el az a munka, amely jelenleg a legteljesebbnek tekintheté a téméban.

Ennek a dolgozatnak a f6 célja az, hogy megmutassuk, hogy ezek az eredmények, sét
ezeken tilmendk is, nagysagrendekkel kisebb eréforrasokkal (szuperszamitégépek nélkiil)
is megkaphatok. Ehhez megfelelo, a fizikat jobban figyelembe vevé matematikai modell
és hatékony numerikus technikdk sziikségeltetnek. Az itt kifejtett mddszerek azon tul,
hogy teljesen djak, eléggé altalanosak is, igy hasonlé jellegli problémakndl valészintileg
szintén sikeresen alkalmazhatok lesznek.



2. Az er6s magneses teri csillagok szinképe

Ebben a részben nagy vonalakban osszefoglalom az altalam fontosnak tartott észlelési
és elméleti eredményeket. Megprobdlom ezaltal megmutatni, hogy a késébbiekben sorra
keriil6 konkrét vizsgalataim hogyan illeszkednek be egy nagyobb képbe.

A dolgozat aranytalanna valdsat elkeriilend6 csak néhany kiilénosen fontos
momentumra hivom fel a figyelmet. Boévebb informécié talalhaté a témaban megjelent
4ttekintd cikkekben és a benniik hivatkozott munkdkban. Altaldban a csillagok
magneses tereire vonatkozéan Landstreet (1992) attekintése ajanlhats. A degenerdlt
objektumok magneses térérol, annak eredetérdl, idébeli véltozasarol jo osszefoglald
Chanmugam (1992) cikke. Altaliban a fehér torpékrdl, kosztiik az erSs magneses
teriiekrdl szél Koester és Chanmugam (1990) Osszefoglaldja. Specidlisan a méagneses
fehér torpékrél megjelent attekinté cikkek Landstreet (1994) és Wickramasinghe (1995)
munkdi, illetve neutroncsillagokrél Mészaros (1992) kényve.

Mindenekel6tt tisztdzni kell, hogy mit értiink ebben a dolgozatban ,,erés magneses
tér” alatt. Ehhez tekintsiik at, hogy milyen erés mégneses terek fordulnak el6 a
természetben. A szamszeriu jellemzésre a magnesesfluxus-striséget kell hasznalnunk,
hiszen a magnesestérerésség-vektor csak vdkuumban van definidlva. (A csillagok
légkore jo kozelitéssel vakuumnak tekinthet6 és ezért az irodalomban mindig magneses
térerdsségrol beszélnek, a hasznalt mértékegység szempontjabol azonban fontos ez a
megkiilonboztetés.) Az 1. téblazatban néhany tdjékoztatéd jellegli adat lathatd. A

1. tablazat. Néhiany mdagneses fluxussiiriiség—érték.

objektum fluxussiiriiség [T]
Fold mégneses egyenlitjén ~3.5x107°
Fold mégneses sarkain ~ 6.5 x 107°
Nap fotoszférajaban 10-* - 1073
napfoltokban 02-04

Ap csillagok felszinén ~2-3
Fermilab Tevatron gyorsitéban ~9H

magneses fehér torpék légkorében  ~ 102 — 10°
magneses neutroncsillagokon ~ 107 - 10°

tabldzatra pillantva azonnal szembeszoko az az oriasi kiilonbség, amely a magneses fehér
torpék és neutroncsillagok jellemzé értékei és az egyéb értékek kozott van. Egyetlen
mesterséges forras is szerepel ebben az Osszeallitdsban, hogy felmérhessiik a foldi
fizika hatarait. A vilag legnagyobb gyorsitéjaban, a Tevatronban a Fo6ldon valaha
eléallitott legnagyobb alland¢ tér fluxussiirtisége szerepel itt. Ebbol nyilvanvald, hogy a
beldthat6 jovoben az asztrofizikdban el6fordulé nagy méagneses terek kisérleti el6allitasa
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és vizsgalata nem valdszinii. Az ilyen er6s magneses térbe tett anyag viselkedésének
vizsgalatara tehat — az asztrofizikiban megszokott médon — az észlelés és az elméleti
modellezés kettdse marad.

Itt mutatkozik meg az, amivel az asztrofizika fontossagat szoktak indokolni, vagyis
hogy a vizsgalt objektumok, jelenségek az anyagnak olyan tulajdonsiagairél adnak
informaciokat, amelyekrdl egyéb mdédon nem szerezhetnénk tudomast. Igen fontosak
ezek a vizsgalatok a fizikai torvények hatokorének megéllapitasakor is.

2.1. A megfigyelésekrol

A csillagok magneses terének mérése a jol ismert Zeeman-effektuson alapul.
Nagyfelbontasu szinképet kell késziteni, majd a megfelel6 vonalak felhasadasanak
mérésével megkaphat6 az adott csillagon a kibocsatd koézeg (felszin-légkor) méagneses
fluxusstirtisége. Gyenge terek esetén (~ 1 T alatt) megfigyelhet6 felhasadds nincs.
Ilyenkor a vonalon beliili polarizacié mérése adja a fluxussiriiség értékét. A Zeeman-
effektuson alapulé moédszerek jol miikédnek a nem kompakt csillagok esetében, elvileg
< 10® T-ig. Az ennél er6sebb terek kimutatdsa azonban csak az ilyen fluxussiiriiséget
figyelembe vev) elméleti szamitdsokbol kapott szintetikus spektrumok és az észlelt
szinképek 0Osszevetésébol remélheto.

Az elméleti modellek azt josoltak, hogy a gravitaciés kollapszus soran, amelyben
a fehér torpék és neutroncsillagok kialakulnak, a kiindulé magneses fluxus megmarad.
(Ennek oka a csillagok anyagénak j6 vezetGképessége.) Mivel pedig a csillag felszine a
fehér torpévé vélas soran kb. 10%-ed részére zsugorodik a fésorozati méretéhez képest, ill.
neutroncsillagga valds esetén ez a csokkenés kb. 10'%szeres, a mdgnesesfluxus-siiriiség
ennyiszeresére né. Noha mindez mar régéta ismeretes (1. Blackett 1947), mégis a 70-
es évek végéig kellett varni, mig bebizonyosodott, hogy a fehér torpéken tényleg 10% —
10° T-s terek vannak. Ekkor késziiltek ugyanis az els6 szintetikus spektrumok méagneses
fehér torpék légkorére.

A jelenleg katalogizalt mintegy 2100 fehér torpe 2%-anak van er6s mégneses tere.
Miért csak ilyen kevésnek? Ez nem teljesen tisztazott. A két legvaldsziniibb magyarazat
az, hogy

[1] a fehér torpék hiilése sordn mégneses teriik lecseng, igy csak a viszonylag
fiatal objektumok esetében varunk szamottevé maégneses teret. Ezt a magyarazatot
valdszintisiti az, hogy a magasabb effektiv hémérsékletiiek (a fiatalabbak) szignifikdnsan
erésebb tertiek.

[2] A mdgneses fehér torpék protocsillagai eleve sokkal erésebb terekkel
rendelkezhettek az &atlagos csillagokénal. Ezt az elképzelést az Am csillagok és a
magneses fehér torpék galaktikus eloszlasaban mutatkozo korreldcié tamasztja ald. A
ma ismert magneses fehér torpék fobb adatait a 2. tablazat tartalmazza.



2. tdbldzat. Az ismert mdagneses fehér torpék néhény alapadata Jordan (1997)

alapjan.
név V[mag] T [K] szinképi jelleg forgdsi per. B [kT]
G234-4 15.09 4500 H ~ 0.004
LHS 1038 14.36 6400 H 2-20"  ~0.01
LP 907 — 037 14.55 9500 H ~ 0.01
LB 8827 18.83 20000 He ~0.1
GD 077 14.80 ~ 10000 H 0.12
PG 0136+251 15.83 40000 H 0.13?
G141-2 15.91 5600 H 0.27
PG 1658+440 14.9 30500 H 0.22
PG 1220+234 15.57 27200 H ~ 0.3
G99 - 37 14.60 6300 Cy, CH ~ 0.36
G 256 -7 16.00 5600 H 0.49
MWD 0159 - 032 17.1 26000 H 0.6
LHS 1734 15.7 5300 H 16™-1 év 0.73
G 62 —46 17.11 ~ 6050 H 0.74
HS 144047518 14.9 40000 H ~ 0.8
HS 125443440 17 10-15000 H ~ 0.95
GD 90 15.74 11000 H 1
MWD 0307 — 428  16.3 25000 H 1
PG 1312+098 16.37 15000 H 5.43% 1
LHS 2273 16.48 ~ 6000 H ~1
G183 -35 16.4 ~ 7000 H 50™— 7 év <14
GD 356 15.06 7500 H (em.) ~14
KUV 0329240035 16.70 19000 H 1.2
KPD 025345052 15.22 ~ 15000 H 4.10 1.7
LHS 1044 15.3 6000 H 4.4 1.67
G 99 —47 14.10 5600 H 1h? 2.7
RE 0616 — 646 18.4 35000 H 2
LBQS 1136 — 0132 18 15000 H 24
ESO 439 — 162 18.77 5400 Cy 0-37
PG 1533 — 057 15.32 17000 H ~ 14 3.1
HE 1045 — 0908 16.5 9000 H 3.1
Feige 7 14.46 20000 H, He 2.28 3.5
BPM 25114 15.62 20000 H 2.84 3.6
KUV 23162-1230 15.38 11800 H 17.94 5.6
GD 116 15.96 16000 H 6.5
HE 1211 — 1707 16.9 ~ 20000 H 1.750 8?7
G 195-19 13.79 8000 ? 1.334 ~ 10
HE 0000 — 3430 15.0 7000 H 12
PG 1015+014 16.33 14000 H 1.65" 12
LP 790 — 29 15.9 7500 Cs > 100 év ~ 20
G 227-35 15.58 7000 H > 100 év 20.5




2. tablazat folytatas.

név V[mag] T [K] szinképi jelleg forgasi per. B [kT]
G 24072 14.15 6000 ? > 100 év ~ 20
Grw +70°8247  13.19 15000 H > 100 év 32
G 111 -49 16.28 8400 H ~ 22
HE 0127 — 3110 16.1 18000 H 34.5
HE 2201 — 2250 16.2 18000 H 34.5
RE 0317 —-853  14.8 50000 H 66
LB 11146b 14.32 16000 H+7? 67
SBS 134945434 16.4 11000 H 76
PG 1031+234 15.10 ~ 15000 H 344 50-100
GD 229 14.85 16000 ? ~ 100 év  ~ 100

Az els6 két dbra a hires Grw+70°8247 jelii mégneses fehér torpe észlelt és a
legijabb tablazatok alapjan szdmolt szinképének sikeres Osszevetését mutatja. A
vonalak azonositasa igen jonak mondhaté. A 3. dbra ellenpélddkat mutat. A GD 229
jeli csillag egyetlen vonalat sem sikeriilt azonositani. Az LB 11146b csillag egyes vonalai
a hidrogén 70 k'T-nal szadmolt vonalaival lehet azonos, bar az identifikdcié meglehetdsen
bizonytalan.

A kb. 10® T-nél erésebb terekre még ma is csak kozvetett bizonyitékok vannak. A
fent elmondottakbdl kovetkezik, hogy a méagneses neutroncsillagok (pulzarok) tipikus
terei ennél nagyobbak, de ezek az objektumok igen halvanyak, igy igazi szinkép
egyetlenrol sem késziilt. A 4. abran az egyik legfrissebb eredmény lathaté: a talan
legk6zelebbi neutroncsillagrél (a Gemingardl) a 10 m-es Keck-teleszképpal késziilt
optikai spektrum. Mindossze egyetlen vonal latszik rajta, de minden bizonnyal azt is a
szabad elektronok valamilyen nemtermédlis folyamata (valdsziniileg ciklotron dtmenet)
okozhatja.

Az 5. &bran szintén egy 10j eredmény van, amelyet szerzoik ugy értelmeznek,
hogy ez az els6 kozvetlen bizonyiték 10'° T-s terekre. Az dbran a COMPTON
nevét viseld és a gammatartomdnyban észleld csillagiszati mesterséges hold OSSE
nevii berendezésével késziilt gammaspektrum lathaté, amelyet az A0535 — 26 jeld
neutroncsillagrol készitettek. A folytonos vonalak a szintetikus spektrumot mutatjak
két fluxussiiriség-értéknél.

Egyéb esetekben a pulzirok (= egyediildllé neutroncsillagok) mégneses terét a
B2 « PP képlettel szokds becsiilni. Itt B a magneses fluxusstiriiség a pélusokon, P
a pulzar forgasi peridédusa, P pedig a forgasi periédus id6derivéltja (lassuldsi mértéke).
A pulzdrok esetén P és P igen pontosan mérhets. A képlet abbdl a feltevésbdl adodik,
hogy a pulzar periédusanak csokkenését a forgd magneses momentuma altal kibocsatott
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1. dbra. A Grw+70°8247 jelli mégneses fehér térpe optikai szinképének voros része és
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a vonalazonositas. A fels§ dbra a Ha dtmenethez tartozé stacionérius vonalak 0.4-70

kT kozotti szamitott valtozasat mutatja. A vizszintes tengelyen a hulldmhossz szerepel
A-ben. A fiiggéleges tengelyen a fluxussiirtiség MG egységekben (1 MG=100 T) fentrsl

lefelé novekszik! Ruder és tsai (1994) nyoman.
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2. dbra. A Grw+70°8247 jeli maégneses fehér torpe optikai szinképének kék

tartomdanya és a vonalazonosités.

A fels6 dbra a HB és Hy atmenetekhez tartozé

staciondrius vonalak 10-90 kT kozotti véltozdsat mutatja. A tengelyek azonosak az

el6z6 abraéval. Ruder és tsai (1994) nyoman.
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3. dbra. A GD 229 és az LB 11146b jeld fehér torpék észlelt spektruma és a hidrogén
staciondrius vonalai az azonositdshoz. A GD 229 esetében egyetlen vonal azonositdsa
sem sikeriilt. Szintén nem sikeriilt megmagyardzni az LB 11146b egyes vonalait. A bal
oldali fliggbleges tengely (fluxussiirliség) az el6zé két abrahoz képest ellentétes irdny!

Wickramasinghe (1995) nyoman.
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4. dbra. A Geminga optikai spektruma Martin és tsai (1998) alapjan. A fels6 panelen
a Geminga spektruma, az alsén a kalibrdlé spektrum lathatd. A vizszintes tengelyen
a hulldmhossz A egységekben (1 nm=10 A). A fiigg6leges tengelyeken a fluxus 1 DN=
1 egység (2.43 A)~1 (1800 s)~'.
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e B = 10.75 TGauss

Log ( DN/(DwDu) )

110keV
.05 1 2

w (MeV)

5. dbra. Az A0535 — 26 jell neutroncsillag spektruma a rontgentartomanyban. Az
észlelt spektrumhoz (szakaszok) jobban illeszkedik a nagyobb térerdsséget feltételez6
modell (folytonos vonalak). Ez az elsé kozvetlen bizonyiték 1010 T-s terek létezésére.
Araya és Harding (1996) nyomén. (Itt N a fotonok szdma, pu = cos©, ahol © a tér
latoirdnnyal bezart szoge. A fotonok hullimhossza energidjukkal, w-val van jellemezve.)

elektromdgneses sugarzas okozza a klasszikus elektrodinamika szerint. A B-re igy
persze csak egy felsé becslés kaphaté. Manapsag mintegy 500 radidétartomanyban
felfedezett neutroncsillag (pulzar) ismeretes, de az eddigiekbél kovetkezik, hogy ezekre
a 2. tablazathoz hasonlé Osszeallitds nem létezik.

2.2. A modellezésrél

A csillagok szinképének modellezése a ma megkovetelt pontossdggal igen nehéz, nagy
szamitasigényi feladat, s mint ilyen jobbara kiviil esik a hazai lehetOségeken. Azonban
jol megviélasztott specialis téméakban mi is érdemben hozza tudunk jarulni az itt folyo
munkahoz.

Amit modellezniink kell, az az észlelt sugdrzasi fluxuseloszlas, vagyis

Z r27 roo
F,(0) = /0 ’ /0 /0 L(7",8, @) cos fsin 0d7! dpde, (1)

(I. pl. Unsold 1968) ahol az F,(7, = 0) = F,(0) a monokromatikus fluxuseloszldst
jelenti a csillag felszinén a v frekvencia szerint, I, (7,, ) a monokromatikus intenzitds, 6 a
latéiranytol, ¢ az arra merdlegesen mért polarszog, 7, pedig az optikai mélység. Szokdsos
definicidja d7, = k,ds, ahol ds a kozeg geometriai vastagsaga és a k, ardnyossagi tényezo
a monokromatikus abszorpcids egyiitthaté. Megjegyzendd, hogy (1) felirdsakor mér az
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un. redukalt szinképet tételeztiik fel és nem a kozvetlen észleltet, azaz az észlelési
technikakbodl adodo zajok, a Fold légkorének és a csillagkozi anyag zavard hatasainak
kisztlirése utan kapottat.

A fenomenologikus sugarzaselmélet keretei kozott a csillagokban lezajlé mikrofizikai
folyamatokat a k,-n keresztiil vessziik figyelembe és igy vizsgaljuk az elektromagneses
sugarzds terjedését. I, meghatdrozdsira az un. transzfer-egyenletek szolgdlnak, (I.
Mihalas 1978). Az I,-re vonatkozé megfelel§ egyenlet(ek) felirdsdhoz sziikséges a teljes
(minden lehetséges sugarzdsi folyamatot figyelembe vevs) monokromatikus abszorpcids
koefficiens meghatarozasa. A kiilonboz6 kotott—kotott, kotott—szabad, szabad-szabad
atmenetekhez tartozé abszorpcids koefficiensek additivak, igy lehet6ség van az egyes
folyamatok fiiggetlen targyaldsdra. A lehetséges kotott—kotott atmenetek (abszorpcid,
spontan és indukélt emisszié) kozil elegend6 egy tipussal foglalkozni, mivel ezek
a folyamatok egymadstol nem fliggetlenek. A kapcsolatot kozottiik az Einstein-féle
atmeneti valésziniiségekre vonatkozé jol ismert reldcidk adjak meg (1. pl. Mihalas
1978).

A k, egyiitthat6 a vonalas szinképre (kot6tt—kotott atmenetek) felirhaté dgy, hogy

Ky = nogee o/ < U, 1, >2 A(v). (2)

A (2) formula értelmezése a kovetkezd: tegyilik fel, hogy az adott (v,v + dv)
frekvenciatartomanyban taldlhaté egy szinképvonal. Keletkezzen ez a vonal egy atom
valamilyen F, sajatenergidja allapotabol egy FE, energiaju allapotaba valé atmenete
sordn (abszorpcid esetén E, < Ej). A megfelel§ alapéllapoti atomok szdmsiiriisége a
csillag légkorében ny, s mivel a csillaglégkorok nagyon jo kozelitéssel teljesen relaxalt
plazmaknak tekinthetok, az a &allapotban tartézkodas valdsziniiségét a Boltzmann-
statisztika adja meg; g, az a allapot statisztikus sulya, k& a Boltzmann-allando, T
a homérséklet. Ebbol az allapotbdl a b-be valé atmenet valdszinliségét adja meg a
képletbeli skalarszorzat, ahol ¥,, ¥, a megfelel6 dllapotokhoz tartozé hullamfiggvények,
A(v) a normélt vonalprofil. A skaldrszorzat ilyen felirdsa a dip6lkozelitésnek felel meg.
Errdl a 5.1 fejezetben részletesebben is sz6 lesz a dolgozat sziikebb téméja kapcsan.

Egy csillag szinképére tekintve, illetve a fentebb elmondottakat figyelembe véve elég
nyilvanvalénak tiinik az alabbi szamitdsi program:

a) A vonalak — helye E,,

— erdssége < W, r¥, >2,
— profilja A(v).

b) A folytonos abszorpciés koefficiensek kiszamitdsa (kontinuum).

c) A megfelel6 dramldsi egyenlet felirdsa és megoldasa.

Ez a dolgozat a felsorolt teenddk koziil az elso kettével fog részletesebben foglalkozni.

A vonalak helyét a spektrumon beliil gy kaphatjuk meg, hogy a csillag 1égkérében
fellelhet6 atomok és esetleg molekuldk vonalait meghatdrozzuk. Ez technikailag
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a megfelel6 stacionarius Schrodinger-egyenletek sajatértékeinek meghatdrozasaval
egyenértéki, hiszen a vonalak helye ezutdn mér a megfelelé kivalasztasi szabalyok
figyelembevételével a hv = E, — E, képletbdl adédik. A mi esetiinkben erdés magneses
térbe tett atomok Schrodinger-egyenletét kell megoldani. A probléma nehézségét
jelzi, hogy a mai napig csak a legegyszeriibb néhany atomi rendszerre késziilt ilyen
szdmolas (H, He, H™, HJ, Li"). Csillagdszati szempontbdl elegendd szamolds szinte
csak a hidrogénre létezik. Szerencsére a fehér torpék és neutroncsillagok tulnyomod
tobbségének tisztan hidrogén légkore van, mig egy sokkal kisebb résziik héliumot is
tartalmazhat (esetleg csak He-t). A jelenség oka az, hogy a kiilonb6z6 atomok a
légkorben tomeg szerint rendezédnek (gravitdcids differencidlédds). A nem mégneses
fehér torpék vizsgalata megerdsiti ezt az elképzelést, hiszen az ismert fehér torpék zome
DA tipusu, azaz légkore tisztan hidrogén. Sokkal kisebb a He-légkorrel rendelkezék
szama, mig alig néhany kiilonleges csillag van példaként a mas kémiai Osszetételre. A
dolgozat 3.-4. fejezete ennek megfeleléen a diamégneses Coulomb-probléméval, azaz az
er6s magneses térbe tett hidrogénatom Schrodinger-egyenletével foglalkozik.

A vonalak relativ erOsségét egy adott hémérsékleten az adja meg, hogy mekkora
a kiindulé éllapot populdltsidga (mint azt a (2)-ben levé ngg, exp(...) tényezé jelzi) és
az atmeneti valosziniiség a vonalat kelté két energia-sajatallapot kozott. A kotott—
kotott allapotok esetén az oszcillatorerdsséget a (2) kifejezésben szerepld kvadratikus
funkcional kiszamitasa fogja jelenteni. Mint az az 5. fejezetbdl kideriil, ez a szdmitas
sem tekintheto trividlisnak.
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3. Az energia-sajatallapotok

3.1.  Alapegyenletek

Ezek utan ratérek a dolgozat f6 témdjara: az erds, homogén magneses térbe
helyezett hidrogénatom spektruménak vizsgilatira. (A madagneses tér az atomi
mérettartomanyokban jé kozelitéssel homogénnek tekinthets.) Az els§ feladat a
lehetséges energiaszintek kiszamitasa. A Dirac-, ill. Pauli-egyenlet helyett a stacionarius
Schrodinger-egyenlet sajatértékeit hatarozzuk meg, tehdt a relativisztikus hatdsokat
a szamitasok sordn elhanyagoljuk. A kérdéssel részletesen foglalkozik Lindgren és
Virtamo (1979) valamint Doman (1980) cikke. Megallapitasaik szerint a relativisztikus
effektusok hasonlé nagysagrendiiek, mint az elektronok mégneses térre meroleges
mozgasabdl adodok, de a kotott allapotok esetén ezek mindig elhanyagolhatok. Az
olyan relativisztikus effektusok vizsgalata, mint a spin—palya kolcsonhatasbol adodo,
vagy a magneses Lamb-eltol6dds, megtaldlhatéak Wunner és tsai (1985) cikkében.

A tovabbiakban végtelen magtomeget tételeziink fel. Abban a specidlis esetben,
ha az dltalanositott impulzus (definicidjat és értelmezését 1. Avron és tsai 1978) zérus,
egzakt skdldzé szabdly adhat6 a végtelen és véges magtomegi eset kozott (1. Pavlov-
Verevkin és Zhilinskii 1980a,b). A témegkozéppont tetszbleges mozgasat is figyelembe
vevo, altalanos problémaval foglalkozé elsé munkak csak a kilencvenes években kezdtek
megjelenni (Vincke és tsai 1992, Potekhin 1994). Ez is jelzi a feladat Gsszetettségét. A
legijabb ilyen munka Lai és Salpeter (1995) a végtelen magtomegli eset ismeretében ad
kozelité megoldast az altalanos problémara.

Az id6tol fliggetlen Schrodinger-egyenlet egy Z rendszamu hidrogénszeri ionra

HU = EV, (3)
ahol
~ 1 e A
H= h— —A)? = —i S — 4
TS (p ; 2 +eV, p=-ihv, V ® (4)

(I. pl. Landau—Lifsic 1978). Itt a jelolések a szokasosak: H a Hamilton-operdtor, ¥ a
sajatfliiggvény, E az energia-sajatérték, p az impulzus-operator, m, az elektron tomege,
e a toltése, ¢ a fénysebesség, V' a skaldrpotencidl (a mag Coulomb-tere), A a magneses
teret jellemz6 vektorpotencidl, r az elektron helyvektora, i = h/2m, ahol h a Planck-
allandé. Legyen

1
AZEHXI'. (5)

Ha az A vektorpotencidlt az (5) mddon vélasztjuk meg, ahol H a mégneses
térerdsség-vektor, akkor ezzel a (4) kifejezésében a divA tagot nullavd tesszik. (Ezt
az elektrodinamika jol ismert mértékinvariancidja teszi lehetévé.) Igy (4) és (5)
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behelyettesitése ill. (4)-ben a négyzetre emelés elvégzése utan (3)
n? ieh e? Z
Aw - AV\IJ+( A’ -2V = By (6)
r

2m, MeC

2mc?

alaku lesz (r = |r|). Mutasson a magneses térerGsség-vektor a z tengely irdnyéba, azaz
legyen H = (0,0, H,). Vegyiik észre, hogy

ieh AV _ e—I{Zﬁz,
e MeC

ahol L, az impulzusmomentum-operator z komponense. Mivel az er6s magneses térbe
tett atom kozelitéleg hengerszimmetrikus, ezutan hengerkoordinatikat hasznalunk.
Atomi egységeket (m, = h = e = 1), illetve a homogén magneses tér jellemzésére
az w = e|H|/(2mec) Larmor-frekvenciat bevezetve a Hamilton-operétor
w?p? A 7

2 VPt @)

alaku lesz. Itt mar az ng magneses kvantumszam keriilt az impulzusmomentum-operator

- 1
H(p,z) = —§A+wn3+

z komponense helyére, mivel a H és L, operatorok egymassal felcserélhetdk. Vagyis az
L.C(p) = n3C(p) és a (4) sajatérték-egyenlet szimultan kielégithetd. Igy a sajatfiiggvény
felirhat6, mint

U(o,2,9) = C(p)(0,2)

= (27) Y2 exp(inse) (o, 2). (8)
Ezek utan a megoldandé sajatérték-feladat
9 10 0%  ny? 27 9 o
—+t -t -+ 2E% | =0 9
[892+989+822 2t g e Jw =0, (9)
0<op<oo, —0<z<oo, E'=FE-—uwns;.

A fizikai megoldésok kivalasztasara szolgdld szokasos peremfeltételek: a megolddsnak a
tér minden pontjaban korlatosnak kell lennie. A kotott allapotokra még a

/ VWAV = 6y (10)

normalési feltételnek is teljesiilnie kell, ahol x a komplex konjugaltat jelenti, mig dy
a Kronecker-szimbolum. Ez a feltétel a rendszer teljes hullamfiiggvényének szokdsos
normalasa. Ha hengerkoordinatakat vezetiink be

/o:o /Ooo /027r U (En) ¥ (En) edpdedz = dum, (11)

és alkalmazzuk a (8) szétvdlasztast, a 1)-re az aldbbi feltételt kapjuk:

/_o:o /Ooo Dbrododz = Sum. (12)
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A fentiekben a spintol végig eltekintettiink, mivel ez csak 42w, vagy —2w eltolédast
okoz E-ben.

A probléma asztrofizikai jelentoségérol mar volt szé, de a fenti feladat fizikai és
matematikai szempontbodl is érdekes. Ismeretes, hogy (9) tovabb mar nem szeparalhato,
s igy a diamdagneses Coulomb-probléma kétdimenziés sajatérték-feladat (mint ilyen, a
legegyszertibb a kvantummechanikdban). A kvantummechanika klasszikus korszakaban
felirt egyenlet vizsgalata mindmdig nem tekintheté lezartnak a legutobbi idok igen
komoly numerikus és analitikus el6relépései (1. Ruder és tsai 1994, Kravchenko és
tsai 1996) ellenére sem. Még valamire érdemes felhivni a figyelmet. A feladat
klasszikus megfelelje, a diaméagneses Kepler-probléma, a kaotikus rendszerek egyik
alapesete. Erdekes volna tudni, hogy mi felel meg a klasszikusan kaotikus dinamikanak
a kvantummechanika keretei kozott.

3.2. A sajdatérték-feladat megolddsi modszerei

Mivel a (9) feladat alapvetGen kétdimenzids (nemszeparabilis), a szokdsos megoldasi
modszerek rendre igen nagy nehézségekbe iitkoznek. Roviden osszefoglalom a szokdsos
eljarasokat, azok eredményeit és hidnyossagait a jelen feladat szempontjabél. Elészor a
kotott allapotok kiszamitasaval foglalkozom.

a) Varidcidszamitds. Ez a jol ismert, a kvantummechanika kezdetein egyeduralkodé
modszer azon alapul, hogy a sajatértéknek extremalis tulajdonsagai vannak, vagyis az

JUHSAV

[Uwdy
energiaintegral minimalis az egzakt W-vel. Ahhoz, hogy ezt megtalaljuk, feltessziik,
hogy a sajatfiiggvény ¥(ay,as,...) alakd, ahol az a;-k tetszdleges, j6l megvalasztott

------

akkor ezeknek nullat kell adniuk az extremalis tulajdonsag miatt, vagyis
oE
§az~ N

Ha ezt az egyenletrendszert megoldjuk, megkapjuk az alapdallapot energidjat. A

0.

gerjesztett allapotok meghatarozasandl azt kell figyelembe venni, hogy a rendszer
hullamfiggvényei ortogondlisak egymasra. A magasabban fekvd gerjesztett allapotok
esetében az ortogonalizaldsi feltételek szama no, és ez numerikusan egyre bonyolultabbé
teszi a feladatot.

A variaciészamitds mindig csak felsé korlatot ad E-re, de az eljaras konvergenciaja
nincs bizonyitva! Az a; paraméterek kivalasztasara sincs altalanos mddszer, holott
a szamitasok hatékonysagat ezek nagyban befolyasoljak. A variaciés hullamfiiggvény
igen jol kozeliti az egrzaktot azokban a tartomanyokban, ahol a H nagy sulyt ad az
energiaintegralban. E tartomanyokon kivil a hullamfiiggvény lehet egészen rossz is,
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ezért a variacioszamitds igazabol csak energia-sajatértékek kiszamitasara alkalmas. A
modszer nem hasznalhaté a kontinuumban levé allapotok kiszamitasara sem. Tovabbi
gond, hogy a varidciészamitasboél kapott W nagyon gyakran nem formalis megoldas. A
formalis megolddsokkal viszont az eljaras rosszul konvergal.

b) A diagonalizdcids technikdk alapelve a kovetkezd. A 1) sajatfiiggvényt

o0
WD) = Y dyfi()g;(0) (13)
i,j=0
alakban keressiik, majd ezt az alakot a feladatba visszahelyettesitve, balrdl rendre
beszorozva az Osszes f;, gj-vel és integrdlva a megfelelé valtozok szerint egy végtelen
homogén linearis egyenletrendszert kapunk a d;; kifejtési egyiitthatokra. Ennek az
egyenletrendszernek akkor és csak akkor van a trividlistol kiilonb6z6 megoldasa, ha az
egyitthatoibol képzett determinans értéke zérus. Ez csak E bizonyos diszkrét értékeinél
kovetkezik be, amelyeket az egytitthatématrix diagonalizaldsaval lehet megkapni (innen
az eljaras neve). A gyakorlatban 30-40 000 elemi matrixok diagonalizaldsa manapsig
megszokott. Ebbdl a ténybdol mindjart kovetkezik is a moddszer egyik hétranya: a
sok ezer tag kozott elvész a fizikai tartalom. Igaz, hogy jo sajatérték kaphatd, de
az eljaras mégis inkdbb numerikus csicstechnolégidnak tekinthetd, semmint eszkoznek
a fizikai folyamatok elemzésére. Az eljards konvergencidja itt sem bizonyitott.
Tovabbd, igen nehéz barmit is mondani a hullaimfiiggvényrol, de valdsziniileg igen rossz
minéségl azokon a tartomanyokon kiviil, amelyeknek a Hamilton-operator nagy silyt
ad az energiaintegralban. (A diamdagneses Coulomb-problémahoz matematikailag igen
hasonl6 kvantummechanikai haromtest problémaéra ismeretes olyan (13) feltevés, teljesen
reguldris f, g fiiggvényekkel, amely olyannyira nem formadlis megoldds, hogy divergens
(Barcza 1984)!)

c) A multigrid-mddszerek inkabb csak elvi lehetGségek az adott problémdban.
Nagyon sok racspont lenne sziikséges a megkivant pontossdg eléréséhez. Az ilyen
modszerek egyre nagyobb numerikus nehézségekbe titkoznek a magasabban fekvd
allapotok esetén.

d) A sajatfigguény-kifejtések bizonyultak a legsikeresebb mddszernek. Alapfel-
tevésiik szerint a sajatfiggvényt

b0, 2) = iﬁz)éi(g) (14)

alakban keressiik. Itt a @; fiiggvényekkel definidlt bazis altaldban valamilyen jol ismert
ortogonalis fiiggvényrendszerrel azonos, pl. Laguerre-fiiggvények. Az ortogonalizcios
eljarassal szemben itt egyutthatofiiggvények vannak, amelyekre csatolt kozonséges
differencialegyenlet-rendszer adédik. A megfelelé pontossagu sajatérték kiszamitasahoz
itt altalaban néhdny tucat tag sziikséges. A tagok szama nagymértékben fiigg a
béazisvalasztastol. A jelenleg elérhets legteljesebb munka Ruder és tsai (1994) konyve
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is ezt a modszert hasznalja a alsé dllapotokra. A viszonylag kis térerdsségekre
gombi koordindtarendszerben Legendre-bazisban, a nagyobb térerdsség-tartomanyban
hengerkoordinatdkat haszndlva Landau-bazisban szamoltak. A 6. adbra ezen
munka legfébb eredményét mutatja: a diamédgneses Coulomb-probléma alsé energia-
sajatallapotainak térerdsségtol vald fliggését. Jol lathatd, hogy a térerdsség novelésével
a sajatértékek degeneraciéjanak megsziinése egyre konnyebben megfigyelhet6, valamint
az egész spektrum latvanyosan osszekeveredik az erds keveredési tartomany kornyékén.

.01 —

—F[E.]

10

[TTTTT T 1

100 vl vl vl vl vl vl vl
.0001 .001 .01 a 1 10 100 1000

6. abra. A hidrogénatom legals6 kotott allapotainak magneses tértdl vald fiiggése.
w a Larmor-frekvencia, E a sajatérték, E., = 2w(ns + 1) a Rydberg-energia atomi
egységekben. Ruder és tsai (1994) nyomadn.

A 7. d4bra — amely mar a tényleges spektrumot tartalmazza — még jobban
érzékelteti mindezt. Kis térerOsség-tartomanyban még jol megfigyelhetd a jol ismert
Zeeman-felhasadas, a térerdsség novekedésével azonban a szinkép a felismerhetetlenségig
osszekavarodik. Még egy dolog figyelemre mélto a fenti két abraval kapcsolatban: az
6ridsi befektetett munka (mintegy szdz ember kb. 15 évi munkdja és t6bb mint 2000
6ra tiszta futdsi id6 egy Cray YMP 2000 szuperszamitogépen) is csak a legalsé néhény
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allapot kiszamoldsahoz volt elegend6. A Lyman-sorozatbdl 4, a Balmer-sorozatbol 3, a
Paschen-sorozathdl 2 és a Brackett « vonal végigkovetése volt lehetséges.

104 +
Bracketta
] [ |
Paschena i =1 .
Pascheng Nyp.
H
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[~~~
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~
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1073 1072 101 10° 10! 102 103

w

7. dbra. A hidrogénatom vonalas spektruménak fliggése a magneses tértél. Az dbrdn

a magneses térerdsséget az w Larmor-frekvencidval jellemezziik. Az dbran az Gsszes
eddig kiszamitott vonal szerepel, kivéve az azonos fékvantumszamu allapotok kozti
lehetséges dtmenetekhez tartozékat. Ruder és tsai (1994) alapjan.
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A fehér torpékre szerencsére a kisebb térerdsségek jellemzoek, igy a legerdsebb
vonalaik azonositasa mar a szdmolasok viszonylag korai fazisaban lehetségessé valt és
latvanyos eredményt hozott (1. 2. dbra spekrum-azonositasat).

. -
. —+= = =

8. abra. A diamdigneses Coulomb-probléma sematikus sajatérték-spektruma egy
nagy w értéknél. Lathat6 a szigorian kotott, az autoionizalédé allapotok, a Landau-
szintek, ill. az ezekhez tartoz6 rezonancidk rendszere. A nyilak a spin z irdnyét jelzik
(s, = £1).

A szigoru értelemben vett kotott allapotokon tul az ionizacidos kiiszob folott is
léteznek normélhaté sajatfiiggvényd allapotok (1. 8. dbra). Az Osszes ng > 0
kvantumszamu allapot lehet ilyen. FEzek az autoionizalédé édllapotok. Sajatértékeik
kiszamitasaval nem kell kiilon foglalkozni, mivel ezekre igaz, hogy F(+n3) = E(—n3) +
dnzw.

Az energianivék egy tovabbi alrendszere az ionizacids kiiszob folott fekvo un.
gerjesztett Landau-szintek és a hozzajuk tartozo termek, amelyeket a Coulomb-potencidl
okoz. Ezek a szintek az opacitasba szintén beleszélhatnak mint rezonancidk. Tobb
oldalroél indult meg a munka ezen szintek meghatarozasara. A fébb moddszereket csak
egy-egy mondatban ismertetem, mivel ezekkel az allapotokkal a kés6bbiekben ez a
munka sem foglalkozik. Az elsé probalkozas kozvetlen integralassal tortént.

a) Kozvetlen integrdlds alatt azt értem, hogy a (9) egyenletet oldjuk meg a
(12) feltétel nélkiil. Pontosabban a sajatfiiggvény-kifejtési eljarasbdl kapott csatolt
differencidlegyenlet-rendszerben az els6 Landau-szinthez tartozé allapotokra 1, a
masodikndl 2 stb. nyitott csatornat tesziink fel. FEzekre nem igaz a négyzetesen
integralhatésdg, mig a tobbi csatornara igen. Mdig az egyetlen ilyen felfogasu publikalt
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munka Friedrich és Chu (1983) cikke. Az &ltaluk haszndlt végtelenbeli hatarfeltétel
azonban nagy valésziniiséggel hibés.

b) R-mdtriz formalizmus. Ez a felfogds a pozitiv energidji allapotok kiszamitdsét
szorasi feladatnak fogja fel. Az azoknal szokasos S-matrixos leirast lehet itt is
modositani. A legijabb ilyen munka az adott feladatra Greene és Wang (1991) cikke.
Ezzel a kezelési moddal azonban van néhany gond. Nem viladgos, hogy er6s magneses
tér esetén a be- és kifuté hullamok mivel azonosak. Tovabbd, nem vilagos a kapcsolat
az elektronszorasi és a fotonszorasi rezonancia kozott.

c) A komplex rotdicids modszer jelenleg a legnépszertiibb. Ennek lényege, hogy
a Hamilton-operdtorban és a hulldmfiiggvényben egyarant a térkoordindtdkat (r)
formdlisan az re'? kifejezéssel helyettesitjiik. Ennek az lesz a kdvetkezménye, hogy az
igy kapott egyenlet sajatértékei komplexek lesznek. Zérus imaginarius részii komplex
sajatértékként megkapjuk persze a korabbrol jol ismert kotott allapotok energidit is. A
valddi komplex sajatértértékekhez tartoznak a rezonancidk. Sajatfiiggvényeik komplex
argumentumu, négyzetesen integralhato fiiggvények. A formdlis hasonldsdg miatt a
valddi kotott dllapotok kiszamitdsara haszndlt mddszerek ezek utdn itt is miikddnek (1.
Merani és tsai 1995).
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4. A feladat Liu-Starace bazisban

A fent elmondottakbdl vildgos, hogy a viszonylag alacsonyan fekvo, kotott allapotok
kiszamitasara a kilonbozo sajatfiiggvény-kifejtések a legmegfelelébbek. A moddszer
hatékonysagat nagyban befolydsolja a bazis megvalasztasa.

A (9) feladat nemszepardbilis. Ha egyszeriisiteni akarjuk a numerikus kezelést —
és az adott feladatban a kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozd problémakat
egyszertiibbnek tartjuk — mégis fel kell tenni valamilyen kvazi-szeparabilitdst. Ennek
tobb mddja lehetséges. A legegyszeriibb esetben a (14) feltevéssel éliink. Adiabatikus
esetben (amikor a végtelen Osszeget egyetlen taggal kozelitjiik) ez a feltevés a teljes
szeparabilitdssal egyenértékii. Behelyettesités utdn a ®;-re adédé rekurziés reldciébol
felismerhetd, hogy

N _we®
0i(0) = 0™e”* Lify, (wo?), (15)
ahol L%, a megfeleld asszocidlt Laguerre-fiiggvény (nem azonos az altaldnositott

Laguerre-fliggvénnyel! Az asszocialt Laguerre-fiiggvény definiciéja megtalalhat6 Pauling
és Wilson 1935 klasszikus munkajaban.). Ezt a bazist szokas Landau-bazisnak is hivni.
Az ﬁ(z) figgvényekre adédo csatolt differencialegyenlet-rendszerben a csatolas csak a
fi figgvényektol fligg és a csatolomatrix-elemek is egyszertien szamolhatok, mivel ezek
Laguerre-fliggvényeket tartalmazo integralok. Ezek a fenti bazisvalasztas nagy elonyei.
Hétranya (mint azt latni fogjuk), hogy a jé konvergencidhoz a sorfejtésbél viszonylag
sok tagot kell figyelembe venni.

Lehetségesek altalanosabb bézisvalasztasok is, amelyek mar a bazisfiggvények
felirasakor is figyelembe veszik a nonszeparabilitast. Az egyik ilyen

(o, 2) = D bi(0)Zi(0, 2)- (16)
i=0
Itt a Z;(o, z) béazisfiiggvényekre egy paraméteres sajatérték-probléma adddik és a csatolt
egyenletrendszer is sokkal bonyolultabb, mint az elobbi esetben. Beldthaté az is, hogy
a (16) feltevés csak w — 0 esetén j6 igazan. Tovabba, a béazisegyenletnek a diszkrét
mellett folytonos spektruma is van, ami tovabbi bonyodalmakat okozhatna a numerikus
szdmolas soran. Igy a (16) altal definialt bézissal nem foglalkozunk a tovabbiakban.

A (16)-hoz hasonléan éltaldnos bazist kapunk, ha Liu és Starace (1987) nyomdan
feltessziik, hogy a megoldas

b(o,2) = i fu(2)@u(0,2) (17)

alakban keresheto. Feltessziik, hogy minden rogzitett z-re a @n(g, z) bézisfiggvény
korlatos a o valtozéban és az n-ik sajatfiiggvény az n-ik p,(z)-vel jel6lt sajitértékhez
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tartozik az alabbi feladatban:
62 10 n32 27 2 9 A
[8—Q2+§a—g—?+m—wg +/1'n(Z)]CI)n(Q,Z):0, 0<p<oo. (18)
A (18) sajatérték-feladat sajatfiiggvényeit rogzitett z esetén Liu—Starace bazisnak
fogjuk hivni, mivel a fiiggvények teljes ortogondlis rendszert alkotnak. A bazis legyen

1-re normalt az

~ ~

0
képletnek megfelelen. Ebben az esetben a (9) és (18) egyenletekbdl kdvetkezik, hogy

az {fn(2)}52, fliggvényeknek az

d’f,
dz?

n'=0

dz
—oo<z<o0, n=01,...,

végtelen, kozonséges differencidlegyenlet-rendszert kell kielégiteniiik, ahol

. 02D, . 9D,
Ann/(z) = (CI)n, W); Bnn’(z) = 2((1)7“ W) (21)
és a (19) ortonormaltsdg miatt By, = 0, By, = —By,. Mint azt Liu és Starace

(1987) megmutatta a (17) feltevés adiabatikus kozelitésben is igen j6 eredményeket
ad, Osszehasonlitva mas, egyszerlibb bazisvéalasztast hasznalé szamolasokkal. Azokban
tucatnyi tagot figyelembe kellett venni a megfelelé pontossighoz, mig a Liu-Starace
bazisban mar az adiabatikus kozelités is kielégito volt. A Liu-Starace bazis viselkedését
nemadiabatikus kozelitésben eddig senki nem vizsgdlta. Ennek oka talan abban
kereshetd, hogy a bazisfiiggvények csak numerikusan &allithatok eld, illetve a csatolt
egyenletrendszerben a csatolds f,(z) derivaltakat is tartalmaz és ezek — ha a szokdsos
modszereket hasznaljuk — bonyolulttd teszik a numerikus kezelést.

Az altalunk alkalmazott mddszer azonban megengedi, hogy a (9) megoldasat
szétvalasszuk két lépésre. Eloszor csak az E* sajatértékeket keressiik meg. Mint
a késébbiekbdl latni fogjuk, a ¢ sajatfiiggvények meghatarozasa a sajatértékek
ismeretében egy kiilon lépésben torténhet. Ez eljarasunkat minden szokasos maédszertol
megkiilonbozteti. [gazadbdl a figgvények értékeire nincs is sziikségiink, mivel az
atmeneti valészintiségek is megkaphatok kozvetleniil a sajatértékek ismeretében! A
tovabbiakban megmutatjuk, hogy sem a (20) csatolt egyenletrendszer felirdsdhoz,
sem megolddsdhoz (E* meghatdrozasihoz) nincs sziikség a ®@,,(p, z) bézisfiiggvények
értékeire, valamint megmutatjuk, hogy a hasznalt médszer numerikusan is jol viselkedik.
Ezzel bazisvalasztasunk bonyolultsigat — azaz azt, hogy ezek a fliggvények csak
numerikusan adhatok meg — megsziintetjiik. Mindezek egyiitt azt mutatjak, hogy a
kifejlesztett 4j eljarasunk majdnem minden teriileten jobb, mint a kordbbiak.
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A kovetkezokben erdsen tamaszkodunk a szingularis peremérték-problémak
elméletében elért egyes matematikai eredményekre.  Esetiinkhoz az elvi alapok
és a hibabecslések a reguldris szingularitds esetére Balla (1977, 1988) cikkeiben
talalhatok. Az irregularis szingularitasra vonatkoz6 folhasznélt eredményeket Birger
és Lyalikova (1965), Abramov és Balla (1993) dolgozatai tartalmazzak. A szinguldris
sajatérték-problémakat dttekinté mddon targyaljak Abramov és tsai (1980). A fent
idézett specifikus problémékat (pl. sajatértékek és sajatfiiggvények kiszamitdsa,
sajatfiiggvények alkotta kvadratikus funkciondlok meghatarozdsa) egyesité altalanos
elmélet a skaldris Schrodinger-egyenletre Kitoroage és tsai (1987) Osszefoglald
dolgozataban talalhat6é, mind reguldris, mind szingularis esetre. Az ismertetendo
modszer teljesen 4j a fenti (9) egyenlet megoldasaban és a (20)-hez sziikséges kvadratikus
funkciondlok kiszamitasaban is.

4.1. A bazisegyenlet

Az E sajatértékek meghatérozasahoz — a (20) egyenletrendszer felirdsahoz — ismerniink
kell a p,(2) és az A (2), Bum(z) fiiggvények értékeit. Mivel ezeket a (18) bazisegyenlet
(és a (19) feltétel) meghatédrozza, el6szor ezzel foglalkozunk.

A P(p,2) = \/@i)(g, z) transzformécié utan a (18) egyenlet az aldbbi alakot 6lti

"(0,2) + [q(0, 2) + p(2)]®(0, 2) =0, (22)
ahol ' a 0/0p derivalast jelenti,
1,2 27
q(0,2) = +— —w?o’. (23)

0? + (02 + 22)1/2
A (22) feladat egy paraméteres (z), masodrendil, szinguldris peremérték-probléméra
vonatkoz6 sajatérték-feladat. A feladat Osszetettséget tobb 1épésben csokkentjiik.
El6szor a szinguldris peremfeltételeket vizsgaljuk meg.

A numerikus szamitasok soran a szingularis peremfeltételek kiszabdasanak tobb
modja lehetséges. A legegyszeriibb az, amikor az egzaktul csak a szingularis helyen
igaz feltételt a feladat szempontjabol megfeleléen valasztott, de véges értéknél szabjuk
ki. Ez a kozelités azon tiul, hogy numerikusan néha sziikségteleniil nagy integralasi
intervallumot igényel, elvi szempontpdl is kifogasolhato, hiszen az eredeti feladatot attol
szerkezetében kiilonboz6 (regularis) feladattal helyettesiti, amelynek a megolddsai nem
csak a szinguldris hely kozelében fognak kiilonbozni az eredeti feladatéitol.

Egy masik lehetséges modszer, hogy a megoldast konvergens hatvanysor formajaban
keressiik a szingularis hely kornyékén. Az egyenletbol meghatarozzuk a hatvanysor
szitkséges egyiitthat6it, majd a numerikus integraldst ebb6l a megoldasbdl (a
konvergenciasugarnak megfelel6 regularis pontbdl) inditjuk. Sajnos nem garantalhato,
hogy a feltételezett sorfejtések létezzenek, illetve sokszor csak rosszul szamolhatéd
altalanositott (pl. tortkitevojli hatvdanyokat is tartalmazd) sorfejtéseket kapunk.
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A fenti modszerek helyett tegyiik a kovetkezoket! Eloszor foglalkozzunk a z # 0
esettel. A ¢(p, z) potenciél felirhat6 az aldbbi alakban:

1 & , 0
q(QJ Z) =3 Zqz'QZl, ha - < 17

o0

- 0
q(0,2) = 0> Go™", ha - > 1 (24)
i=0
1 27 VA Zc; )
ahol QO:Z_”{%Za ©=— Q2:—§—w2, Qi:ZTill, ha >3 és

_ . .1 N - :
Go=-w’, 1=G=0, =27, 4= 1 ns®, Gy =2Z¢;i 12"V, ha i > 2.

1 1 1—1 1—1
Itt ¢cg=1, ¢ = —3 és ¢; = —3 chci_l + 26161—1—1 ha 7 > 2.
=1

1=0
A megfelel6 ¢; és g; egyiitthatok a (24) sorfejtéseknek a (22) egyenletbe valé beirdsdval
adodtak. Innentdl kezdve, ha ez nem okoz zavart, a z argumentumot elhagyjuk.
A (22) egyenlet keresett ® megolddsa korlatos g szerint a (0, 00) intervallum mindkét
végpontjaban (a tobbi megoldds nem korlatos). Ezzel az éllitdssal ekvivalens az, hogy
(i) a keresett megolddsra minden elegendGen kicsi p (0 < 2) esetén

0®'(0) = v(0)®(0), (25)
ahol v => 70", (26)
1=0
1 Q+p G+ X v .
:——i—’]’],7 =, P = — - 7ha’lZ2 27
=5y Insl, m 21+ [ma]) 2(i + |ns)) (27)

(Balla 1977).
(ii) a keresett megoldasra tetszoleges, elég nagy o esetén (o > z),

®'(0) = 08(0)®(0), (28)
ahol B~ i %, (29)
i=0 9
fo=—w, Bi=0, = ﬂ; Bi = L [(jz’ + iiﬂzﬂﬂi—l—l — (1 —2)Bi—2|, hai>3,(30)
2w 2w P

Birger és Lyalikova (1965) nyoman. Igy, ha egy kis o = 0p-t rogzitiink (25)-ban és egy
nagy 0 = 0wo-t (28)-ban, akkor egy a (22) egyenlettel a [0y, 0] intervallumon ekvivalens
sajatérték-problémat kapunk. A rogzitett végpontokban hatarfeltételill (25) és (28)
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szolgal. Ez a feladat most mar mentes a szingularitasoktol. Mas szavakkal: a szingularis
problémat egy véges intervallumon vele ekvivalens problémava transzformaltuk. Azaz
a (25) és (28) alaki hatarfeltétel akkor és csak akkor létezik, ha a keresett (korldtos)
megoldas létezik. Ez matematikailag egzakt, ugyanakkor numerikusan is pontosabb,
mint a fentebb emlitett ,,szokasos” kezelések.

Ezek utan a kovetkezé 1épés a (22), (25), (28) peremértékprobléma numerikus
integralasa. Mi a feladatot kezdetiérték-feladatokra vezetjiik vissza és azokat integraljuk.
A megfelel6 kezdetiérték-feladatok felirasarél és az alkalmazott moédszer altalanos
jellemzoirdl 1. a 8.1. fiiggeléket.

Definidljuk implicit médon a r(p), ©(p) fiiggvényeket a

Ch

reliciéval. Tulajdonképpen, (31) egy modositott Priifer-transzformacié (1. pl. Pryce

sin©(g), ®'(0) = w(o)r(o) cosO(e) (31)

1993), ahol a w(p) egy majdnem tetsz6leges skalazé fliggvény. Mindossze annyit kétiink
ki, hogy a lim, ,o w(p) = wy és alim, , w(p) = Wy egyarant létezzenek (legyenek véges
értékek). A w(o) skalazo fiiggvény arra szolgél, hogy az alabb bevezetett egyenleteknek
kellden sima megoldasuk legyen. A skdlazofiiggvény konkrét alakja a ¢ potencialtol fiigg.
Az alacsonyabb energiaju allapotok szamolasakor w(p) = 1 is megfelel§ vélasztas.

Ha a (31) reldciét visszahelyettesitjiik a (22) egyenletbe, egyenletet kapunk a ©
fazisra és az r amplitudora

, 1 , (w?) sin 20
O = w?cos’ O + E[q(g, z) + p) sin? © + B (32)
r'=—uv(o, 2)r, (33)
ahol
_rale2) pu(z) o, 15020 [w?(o)] cos 20
v(o,2) = [—wZ(g) w?(0)] T R (34)
A (25) feltételt véve po-ndl ill. (28)-t peo-nél kapjuk, hogy
2
oow* (o)
O(0y) = arctan ————= 35
(@) 7(00) (8)
és
o0 o0 1
O(0x) = — arctan 2D (0) + (n+ ). (36)

w?(000) 2

Mint korabban is, az als6 képletben szereplo n a sajatfiiggvény sorszama, amely egyben
zérushelyeinek szamat mutatja. (A © és r fiiggvények n indexét nem irtuk ki.) Legyen
a (32) egyenlet megolddsa a (35) kezdeti feltétellel ©,(p) és a (36) feltétellel ©,(p). Ezzel
mar meghatdroztuk tehat azt a két Cauchy-feladatot, amelynek megolddsa megadja a
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i sajatértékeket: ha ugyanis p sajatérték, akkor egy tetszolegesen rogzitett kozbiilso
0 < 0 = p. < oo pontban a problémdak megolddsai egybeesnek, azaz O(o.) = O(0c)-
Mivel mindkét kezdetiérték-probléma megoldasa monoton a p paraméterben, minden
egyes p, sajatérték megkaphatd egy egyszerli biszekcios algoritmussal, kiindulva egy
intervallumb6l, amely tartalmazza a sajatértéket. (Az eredményeket a 4.4 fejezet
tartalmazza.)

A sajatértékek meghatdrozdsa utdn térjiink ra az r(p) amplitidé egyenletre. A
(33)-es egyenlet linedris. Valdjaban nem is egy, hanem két fiiggvényiink van 7 (o) és
re(0) az m(o.) = (o) = 1 csatold feltétellel, amely a megfelel6 1, r indexd (33)
egyenletnek a kezdeti feltételeket szolgaltatja. Az r. értéket egyértelmiien meghatarozza
a sajatfiiggvényre vonatkozé normalasi feltétel. Fontos kiemelni, hogy a (33) egyenlet
megoldasara sem a pu, sajatértékek kiszamitasandl, sem a késobbi fejezetekben szerepld
Ap és By, illetve E* szamolasanal sincs sziikség. Amire sziikségiink lesz, az mindossze
az 1. értéke.

Mindazondltal, ha a & fliggvények mégis érdekesek lennének valamilyen okbdl
megadom ezek célszerii kiszdmitasi modjat. Vezessiik be ¢ = © 4 7/2 fiiggvényt! Ekkor

r(0) sin © (o)
w(o) sin[O(0) — #(0)]

alakban kaphaté meg. A sziikséges egyenletek ekkor a ¢-re és r-re (32), ill. (33)

P(0) = -

egyenletekbdl kaphatok. Az integralast a o. kozbiilsé ponttol a két végpont felé kell
végezni.

Ez utan a kozbevetés utan folytassuk targyalasunkat: r. meghatarozasat sem agy
végezzik, ahogyan az szokasos, vagyis a nemnormalt sajatfiiggvények normdélasaval egy
numerikus integralas segitségével. Mi az integralt két részre bontjuk, kovetve Kitoroage
és tsai (1987) ajanldséat. Vezessiik be a hi(0), h.(o) fliggvényeket gy, hogy

[ e e =rtomlen) & [T aE e = o 2)hilo.2) (37)
Felhaszndlva (33)-t (37) derivildsa a (33)-t a

hi(o) =

w?(o) sin” O;(0) + 2vi(0)hi(o), =1L (38)

egyenletekre vezet. Nyilvdnval6, hogy lim, ,o7?h = 0, amibdl kovetkezik, hogy
lim,_,o ly = 0. Belathatd, hogy

hi(o) = i no
=1

és azt kapjuk, hogy AV = h? =0, h® = wy?/[102(270 + 1)] ahol figyelembe vettiik a
(26) és (27) Osszefiiggést. Masrészt, h,(p) korlatos marad, ha o — oco. Az is bizonyithatd,
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hogy

o hU)
he(o) ~ 07% > —
i—o ¢

és a (29), (30) osszefiiggések segitségével kapjuk, hogy h(® = w,2/(2/33). Tehat,
kozelitéseink vannak a hj(gg), hr(0s) értékekre.  Ezekkel a kezdeti értékekkel
megfogalmazhatunk egy kezdetiérték-problémat hy, h,-re, amelyet aztan a stabil irdnyba
kell integralni. Nevezetesen hi-t gp-t6l, mig h-t 0.-t6l egy belsé pontig (o.-ig) kell
integralni. A (19) ortonormalasi feltételbdl és a (37) egyenletbdl kovetkezik, hogy

/Uoo ®2(&, 2)dE = 12(0, 2) (0, 2) — 12 (0, 2)he(0, 2) = 1. (39)

A (38) egyenletekre vonatkozd numerikus integraldsokat elvégezve, és a (39) Gsszefiiggést
egy kozos o, pontban felirva a

re = [l(oc) — hr(QC)]_1/2 (40)

képlethez jutunk. Ujbél megjegyzendd, hogy a normdlds anélkil torténik, hogy a
fliggvényt ténylegesen kiszamolnank és aztan numerikusan normalnank. A normaléshoz
csak a sajatértékre van sziikség. (A kovetkezo fejezetben a fenti kifejezésekben egy djabb
als6 indexet is bevezetiink, amellyel azt jelezziik, hogy melyik sajatértékhez tartozoé r.-
rol van sz0.)

Térjiink 4t most a z = 0 esetre. Ekkor

1 ¢ i . ~
q(0,0) = 5> aid',  q(0,0) =0*> G0 ", (41)
L= i=0
1
ahol Go=7"" @ 2Z, =q3=0, u=—-w" (=0, 7>4) és
. . . . . 1 . )
QO:—WQa (I1ZQ2:07 q3_227 (I4———n32 (qi2072>4)‘

Vegyiik észre, hogy ellentétben (24)-gyel o < 1 esetén p péaratlan hatvanyai is
megjelennek. Ezért a (25) relacié ugyan igaz marad, de (26)-ot az aldbbi sorfejtés
valtja fel: helyettesitendo:

> 1 2Z V2
pu— l 1', = — + ’n/ s = _77 = —
0 gw Yo =5+ sl m ol 2 2
27172 w? — 30 Vv i Vi
— , — — " e —7._ . 42
BT s 4+ |ns| ' i+ |ns] 42)
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(A 2z =0 és z # 0 eset kozott az elmélet szempontjabol ez a lényeges kiilonbség, nem
pedig q sorfejtésének végtelen ill. véges volta. Az altalanos allitas azt mondja ki, hogy
ha ¢ sorfejtése q(o) = 1/(0%) 122, ¢i0', akkor v = 322, ¢;7* alaki. Specidlis esetben, ha
¢u+1 = 0 minden [ = 0,1, ... -ra, akkor 91 = 0 is fennall.)

Elegendéen nagy g-ra (0 > 1), a (28) relacick valtozatlanok maradnak, eltekintve
néhdny egyiitthatétél (30)-ban, amelyeknél ¢; = 0, @ > 4 esetén. Egyébként minden,
amit leirtunk a kordbbiakban, igaz marad a z = 0 esetben is. A fentiekben leirt modszer
alapelvei Abramov és tsai (1980) cikkében talalhatok.

A (22) tipusi sajitérték-egyenletek megoldasiaban a szokdsos mddszerekkel
Osszevetve a fentieket a kovetkezOk torténtek: [1] szinguldris probléma helyett
egy adott intervallumon ezzel ekvivalens, reguldris problémdat vizsgaltunk, [2]
masodrendit peremérték-probléma helyett ezzel ekvivalens elsérendii kezdetiérték-
feladatokat oldottunk meg, (3] a sajatfiiggvény numerikus norméldsa helyett is els6rendi
Cauchy-feladatot oldunk meg.

4.2. A csatolomdtrizok

Ebben a részben megmutatjuk, hogy (21)-ban szerepl6 sajatfiiggvényekbdl és azok
derivaltjaibol allé6 A,  és B,, integralok direkt kiszamitasa kikeriilhet6. Sot, a
kozismerten instabil numerikus derivalasok helyett is egy stabil moddszert fogunk
hasznalni. Tovabba az el6z6 fejezetben leirt normaldsi eljarashoz hasonlé mdédon, az
integrandusok kiszamitasa (pl. a sajatfliggvényeké) itt sem sziikséges.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: Q, = 0®,/0z és Ty(o0,2) = 0*®,(0, 2)/02>.
(22) miatt Q,(p, z) és T,(0, z) kielégiti az aldbbi egyenleteket

0, (0.2) + [a(0,2) + 1yl (0.2) = ~0y(2)2y(0,2) — 2P (o) (43
T,"(0,2) + [q(0, 2) + 1p(2)] Tp(0, 2) =
20,20 (0,2) ~ 2208 (g 2 - Py () TULD g (g

ahol ¥, (z) = 0uy(2)/0z.

Szorozzuk meg a (43) egyenlet mindkét oldalat ®,-vel és integraljunk a (0, 00)
intervallumon. Parcidlis integraldssal, figyelembe véve a (19) ortonorméldst a (22)
egyenletet, valamint a fiiggvények végpontokbeli viselkedését, azt kapjuk, hogy

o dq(0, )
0y(2) = = [ 7 2,20, 1) F e, (45)
Ha (43)-t megszorozzuk ®,-val, ahol ¢ # p, akkor az elobbi eljards a kévetkezOre
vezet:
00 1 00 d9q(0, 2)
Q,(0,2)P Q,zdgz—/ ®,(0,2)P,(0, 2) ———dop. 46
f, e 2)@e 2o = s [ @(02)04(02) (46)
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Ha z # 0, akkor az li(0,2) = 1/(0® + 2°)*%, (0, 2) = 1/(&* + 2)*",

1) = [ @02, (e.2)li(e,2)do, i =12, (47)

Tu(2) = [ (02000, 2)ls(0, 2)de (48)

jelolések mellett a (45) és (46) kifejezés leegyszertisodik az

Vy(2) = 2Zz[1211,) (2),
272

/Ooo Q,(0,2)®,(0,2)do = m[ﬁ)(z)a p#q, (49)

alakra, amibol nyilvanval6, hogy

B0 =0, [0 2,09 02— 0 (50)

Ugyanezt az eljardst alkalmazva (44)-re (z # 0 esetén) némi szamolds utdn arra
jutunk, hogy

0 27
Ty(0, )% (0 2)do = — 22— x
/0 P ! Np(z) - Nq(z)
47
{f,s;><z> 2 (2) — 2 [SIé?(z) ¥ fféﬁ(z)f;?(z)] } Ca#p G
Hp — Hq

Az ortonormaltsag miatt

/0 Ty(0,2)Py(0, 2)do = —/0 (0, z)do (52)

azonossag. (Csak a torténeti érdekesség kedvéért jegyzem meg, hogy a (45), (46) és (51)-
nek megfeleld reldcidkat dltalanos hullamfiiggvényekkel elészor Feynman (1939) vezetett
le.)

Tekintsiik el6szor az I{)(z), @ = 1,2, p,¢ = 0,1,..., z # 0 integrilokat!
Kiszamolasuknal hasonlé médon jarunk el, mint (37) kiszdmitasandl, s melynek alapjai
Kitoroage és tsai (1987) munkéjdban taldlhaték. Legyen

[ @6 2)24 (6 26, ) = rale, a0, KD (0,2),
/Q "0y (€2)24 (€, 2Vi(6, 2)E =~ (0, (0, 2K (0,2) (53)

és 7 = 1,1 jelolés mellett kapjuk, hogy

) : . .i [;sin ©,(p) sin O, (o
(0) = D(0) + o (kG ) + 2O IS Eul).

wp(0)wy(0)
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Hatdrozzuk meg ehhez a szinguldris problémdhoz a kezdeti értékeket egzakt modon,
ahogyan azt a 4.1 részben tettiik! z # 0 estén ekkor

3 (9
1G) .\ _ 00" WpoWaolg 4 m_ 1 @ 1
kp(q)(go) — 702(270 n 1) + O(QO ), ahol l[] = ;, lO = ; (55)
r(1) Zél)wpoowqooggf 7
kg (0x) = 208 + O(0% ), (56)
Z 00 o] , 7(e .
k;Sf)(QOO) = 0 wp2;)q QOO -+ O( ), es l[(]) — 1, 1= 1, 2.
0

Konnyen ellen8rizhetd, hogy I{2)(0) kiesik. I{!)(0) szdmoldsa sordn az egyetlen kiilonbség
a fentiekhez képest, hogy kX (00) = 1/[27%(70 — 1)] + O( o).
Végiil
I5)(2) = [k (0c) = Ky (0e)Irperae- (57)
a z és 1 megfelel6 értékeire.

Ezutan mar csak Jp,(2)-t illetve a (52) jobb oldaldn 4ll6 kifejezést kell kiszamolnunk.
Ebbdl a célbdl tegyiik fel, hogy

wa Ju(e.2), ahol xp(2) = [ (o, 2)@ule,2)de (59)
akkor
Z Xon(2) Iy (2) (59)
t=0,t#£p
is fenndll (x,,(2) = 0 az ortonormalds miatt). Mindebbdl kézvetleniil adddik, hogy
27z I(l)

z) = ha t, 60
Xpt(2) = p# (60)

/Ooo QZ(Q, z)do = iOXpt(z) /OOO Q,(0,2)®:(0, 2)do

22 ]zg)(z) i
— 4772 tzozyt:# D~ (Z)] : (61)

= L)1 (2)

Jog(2) =222 ta 272 (62)
- t—%#p pp(2) — pu(2)
Megjegyezziik, hogy I (;). A matrixelemek végso alakjai mindezek utan:
47
Bun(2) =0, Buw(z) c I(l),(z) s £ (63)

" (2) = pa(z) ™
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2) = 47252 - [ Iy(z}t)(z) ]2
) =47 2 ) -] 64

27
A (@) = )

{Iégl(z)_f 3[5%)%2(féi’,(z)fsi,(z) I SR )” 65)

fn (2) = pn(2) t=0,t4n’ fn (2) = pin(2)

(A kiszamolt A,,, B, fliggvények kozill néhanynak a grafikonja megtaldlhaté a 4.4
fejezetben.)

4.83. A csatolt egyenletrendszer

A gyakorlatban a (20) végtelen egyenletrendszer helyett csak egy véges N méretiire
csonkitottal tudunk foglalkozni. Azaz a kovetkez6 sajatérték-problémat vizsgdljuk
N, N =1,2,... rogzitett értékeire:

d2FN dFN i}
7 + B(2) o + [A(2) = M(2)|FN = 2N FY, (66)

—00 < z < 00,

ahol N =1,2,..., az FV fiiggvényvektort korldtosnak tételezziik fel. Az F(z) vektor
az FN(2) = [f&(2), fN(2),..., fN_1(2)]F médon épiil fel, ahol fV az N. csonkitott
rendszerhez tartozo fi-t jelenti. T-vel jeloljiik a vektor transzponaltjat, a késobbiekben
a matrixokét is igy fogjuk. A B(z) antiszimmetrikus matrix elemei By, (z), n,n’ =
0,...,N — 1, mig az A(z) métrixé az A,y (2), n,n’ =0,...,N — 1. Az M(z) métrix
diagonalis oly mddon, hogy M(z) = diag[po(2),. .., pn-1(2)].

(9) és (17) miatt az FV sajatvektorok vagy parosak vagy pdratlanok. Igy, ha
ns # 0, akkor elegend6 a problémat a [0,00) intervallumon vizsgélni. Hatarfeltételiil
FY(0) = 0 ad4dik a paratlan megolddsokra, mig a parosak esetében FV'(0) = 0. (Ebben
a fejezetben a vessz6 z szerinti derivaltat jelent.) Amikor ny = 0, az A matrix szinguldris
a z = (0 helyen, ugyanakkor a keresett megolddsoknak reguldrisoknak kell lenniiik. Ezért
ezzel az esettel kiilon kell foglalkozni. Az intervallum most is redukalhaté, de csak a
[20,00)-re, ahol 0 < z; < 1. Az igazi hatarfeltételt ekkor a zp-ra kellene kiszabni.
Szerencsére a rendszer csak gyengén szinguldris a z = 0 pontban, ellentétben példaul
a 4.1 fejezetben targyalt esettel, igy a z = 0-ban felirt linedris feltétel elfogadhaté
marad zp-ra is. (Persze ezek koziil csak azok, amelyek paros—paratlan megoldasokat
szolgédltatnak.) Tehdt egy zp pontban, amely kelléen kézel van a z = 0 ponthoz, a
hatarfeltételek az F'N(z) = 0 és FN'(2) = 0 feltételekkel kozelithetSk.

Ezek utan redukaljuk a problémat véges intervallumra a skaldris esethez hasonld
moédon. Amikor z — oo, az A(z) és B(z) 0-hoz tart z valamilyen negativ hatvinya
szerint (1. Barcza 1996), ugyanakkor M(z) = My + O(1/z). Tudjuk, hogy a
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helyes Ey, &k = 0,1,2,... sajatértékek a nem autoionizalédé dllapotokra mindig
kisebbek, mint lim, ,o pn(2)/2, n = 0,1,.... A p,(z) figgvény n szerint monoton
rogzitett z-nél, illetve z szerint monoton rogzitett n-nél, és tetszoleges k-ra igaz, hogy
E; < lim, o po(2)/2. Feltessziik, hogy ugyanez igaz a véges rendszer E;Y sajatértékeire
is, vagyis hogy a M, —2E*Iy diagondlis matrix pozitiv definit. (Itt I az egységmatrixot
jelenti az als6 index pedig a rendjét jelzi.) Az FV(z) megoldds korlatossagdbdl
z — oo esetén kovetkezik (lasd Birger és Lyalikova 1965), hogy elegendGen nagy z-
nél FYN'(z) = a(z)FY(z), ahol lim, ;o 0%(2) = My — 2E*I, ay = lim,_, a(2) pedig
negativ definitnek valasztandé. Ezen oOsszefliggést kozelitve hasznalhatjuk az alabbi
hatarfeltételt

FN(25) = oo FN (200), (67)
ahol persze z,-t megfeleléen nagyra valasztottuk. Pontosabb hatarfeltétel kaphaté
FN'(250) = oo F'N (24) alakban, ha az d.-t pontosabban kozelitjiik felhasznalva az

o+ +Ba+A—-M+2E [y =0 (68)

definidlé matrixegyenletet a-ra. Ugyanugy, ahogyan a 4.1 fejezetben, tobb egyiitthatd
is figyelembe veheté az A, B és M z szerinti sorfejtéseiben s ezdltal a(z) sorfejtésében
is tObb tag szamithato ki.

Kovetkez6 1épésként irjuk at a paros és a pératlan problémét elsérendi
egyenletrendszerré a kovetkezé modon:

G +P(z,E)G=0, 2z <2< 20, (69)
ahol

[ F¥ N O Iy
G_<FNI>7 P(Z,E)_<A—M+2E*]N B >7 (70)

Az N. rendi nullmétrixot Oy-val jeloltiik. A megolddst keressiik a [21, 2¢), (2c, 200]
intervallumokon Bahvalov (1977) nyomén

G(z) = YD (2)c9(2) (71)
alakban, ahol Y@ (2) 2N x N-es matrix mig ¢@(z) N elemii vektor és ¢ = li, r, ahol
az i = e, 0. Az e (= even) index a péros az o (= odd) pedig a paratlan megoldasokhoz
tartozik. Tovabba z; = 2y, 0 < 290 < 1, ha ng = 0, egyébként 2y =0, 2o, > 1 és ¢ = Iz,
vagy ¢ = r. A normadlt bal oldali kezdeti feltételek a parossagbol, ill. paratlansagbol
adodnak a kordbban mondottaknak megfelelGen,

O In
Ylo — Yle — ) 2
! (]N) 1 (0N> (72

Célszerti a jobb oldali hatarfeltételt is normalni. fgy ez

. al o + Iy) =12
xgz(( AT (73)

Qoo (X e + Iy)
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Az adjungdlt rendszerek klasszikus elmélete szerint, ha egy G(z, E*) fiiggvényvektor
megoldasa (69)-nek, akkor Ut (z, E*)G(z, E*) =0, ha U(z, E*) = V (2, E*)W (2, E*) és
V(z, E*) egy megolddsa a V' — PT(z, E*)V = 0 egyenletnek. W (z, E*) tetszdleges
nemszingularis matrix. 1961-ben Abramov a W specialis megvélasztasaval elérte, hogy
az eljards a legjobb U-t adja olyan értelemben, hogy U normdja konstans marad a
teljes intervallumon. A numerikusan instabilan szamolhaté V-re nincs sziikség, vagy
U ismeretében kiilon szamolhaté. Ezzel a kérdéssel altalanosan foglalkozik Abramov
és tsal (1980) cikke. A konkrét esetre alkalmazva 1. Balla és Benké (1996). Bahvalov
(1977) megmutatta, hogy ez a faktorizacié az eredeti térben is elvégezhetd. Az dtmeneti
valosziniiségek szamitasakor figyelembe kell majd venni az F' fliggvényekre vonatkozo
normalast és ez az Abramov-faktorizacié alkalmazdsakor nem teheté meg. Ezért — az
egységes targyalds kedvéért — mér itt a Bahvalov-faktorizdciét haszndlom. (Az eljirds
hétterérél bévebben 1. még 8.1. fiiggeléket!)

A megoldandé Y@ (z)-re vonatkozé kezdetiérték-probléma ezek utan:

dy (@
dz

az Y'@(0) és Y"(00) kezdeti feltételek mellett. Amit tehdt tenniink kell, az az, hogy
egy szingularis masodrendii csatolt egyenletrendszerre vonatkozd peremérték-probléma

+ Ly — YOy @ty @)-ly@Tpy@ — (74)

helyett egy a fenti intervallumon vele ekvivalens regularis kezdetiérték-problémat kell
megoldanunk. Mas szavakkal: a 4.1. fejezetben leirt eljarassal analég kezelést sikeriilt
itt is megvaldsitani. A numerikus megoldas a skalar esethez hasonléan a két végpont
feldl egy kozbiilsé pontig torténik és a sajatértékek kiszamitasdhoz itt is csak Y(9(z.)
értékekre van sziikség. Egy E* sajatérték, ha

det(Y'O(E*) | = Y*(E*)) = 0. (75)

Amikor z = z, rogzitett, a fenti relacié egy nemlinedaris algebrai egyenlet a keresett
sajatértékre.  Azért, hogy F;M-t megkapjuk, meg kell oldani a (74) problémdkat
numerikusan a megfelelé6 kezdeti értékkel minden egyes proba E*-ra. A szdmitas
stabilitasat az (74) faktorizacios eljards biztositja, mely mintegy atviszi a hatédrfeltételt
a végpontig, vagyis az

YOI () YD (2) = const (76)
mindig fenndll. A normalds miatt a jobb oldali konstans matrix (76)-ban minden esetben
megegyezik Iy-el.

Ha N = 1 (adiabatikus kozelités), a feladat egy onadjungélt skaldr sajatérték-
problémara egyszeriisodik, s ekkor konnyen megkaphaté az a durva alsé becslés, hogy

1o(0)/2 < Eg' (77)

és nyilvanvaléan E3' < E;' < E3' < .... Ebben az esetben (66) egyenlet dtmegy a
Prifer-transzformécié egyenletébe és a sajatértékek egymas utan megkaphatok, ahogyan



34

azt a 4.1 szakaszban leirtuk. Megjegyzendd, hogy a (67) korlatossdgi feltétel felsé
korldtot is ad: lim, , 14(2)/2 minden E;N-ra. A 4.1 fejezetben leirt eljaras a megfelels
sajatfiiggvények nullahelyeit szdmolta, ugyanigy az Ej' < Ef' < E3' < ... sorozat is
megkaphato hidnytalanul egy adott alsé és felso korlat kozott.

(Itt jegyezziik meg, hogy a fent kifejtett mddszer Konyukhova és Pak (1987)
munkajaban leirt elvi alapokon moédosithato lenne w — oo esetre is, ennek azonban csak
elvi jelentGsége van, hiszen ilyenkor az egzakt aszimptotikus megoldds igen j6 kozelités.)

4.4. Numerikus eredmények

Az Ej sajatértékek kiszamitasa a fent leirt algoritmussal a gyakorlatban egy FORTRAN
programmal tértént. A program fébb technikai részleteit a 8.2. fiiggelék tartalmazza.

A (22) egyenlet numerikus megolddsa megadja a p(z) figgvényeket tetszéleges
rogzitett w és z paraméterértékek és n, n3 kvantumszamok mellett. Néhany ilyen
figgvényt mutat a 9. dbra. Mindegyik fiiggvény a z = 0-ban egy véges értékrol indul
és monoton né pXC=lim, o p,(2)-ig. Ez a viselkedés a (45) Osszefiiggés kovetkezménye,
hiszen ott a jobb oldal, nyilvanvalé médon, nem negativ. Ha ng = 0 a p,(z) fliiggvények
|z|-ben linedrisan indulnak, mig ny > 1 esetén oc 2?2 médon viselkednek. Tul ezen a
kvalitativ képen 0Osszehasonlitottuk eredményeinket a létezé analitikus, aszimptotikus
eredményekkel (1. Barcza 1996) is. A két megkézelitési méd mindkét aszimptotikus
tartomdnyban varakozasainknak megfeleléen egybeesik. Taut (1995) a kétdimenzids
Schrodinger-egyenlet polinom alaki megolddsait keresve a (22) egyenlet z = 0 esetén
érvényes alakjahoz analitikusan meghatarozta pu,(0)-t bizonyos w, m péarok esetén.
Ezekben a specidlis esetekben is a szamitasaink egybeesnek. A pu sajatértékek w-tol
valé fiiggését kiilonboz6 z-kre, 0 < z < 1, z > 1 Barcza (1996) cikke tartalmazza.
A nem aszimptotikus tartomanyokban végzett szamoldsaink teljesen hasonld lefutasu
fiiggvényeket adtak (1. 10. dbra).

A csatolématrix-elemek kiszamoldsa igen fontos a (66) egyenlet megolddsahoz. Az
Apw (2), Bp (2) fiiggvényeket mutatja néhany paraméterérték mellett a 11. dbra. Az
A, matrixelemeknek ny = 0 esetén z = 0-nal logaritmikus szingularitdsuk van. Egyéb
szingularitds sehol, semmilyen mds paraméter-kombindciénal sincs. By, (z) tovabbi
figyelemre mélté tulajdonsiga a monotonitds a teljes (0,00) intervallumon, minden
egyéb paramétertdl fiiggetleniil. Novekvé |[n—n'|-nél mind A,y mind B,,,» nemdiagonalis
elemei egyre gyorsabban csokkennek, ahogy z né. Ez egyiittesen azzal, hogy A,/ és By
gyorsan lecseng z mar viszonylag kis értékénél, azt mutatja, hogy a (66) egyenletrendszer
szinte csak a diagonalis elemekkel van csatolva. Ez igen jé el6jel a numerikus megoldésra
nézve: nagy pontossagi eredményt varhatunk viszonylag kis csatornaszam mellett is. A
12. abra a csatolomatrixok aszimptotikus viselkedését mutatja az n, n’ néhdny értékére
és ng = 0,1 esetén. Az dbra egyrészt megmutatja az aszimptotikus kezelés érvényességi
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9. 4bra. A (22) bazisegyenlet u, sajatértékei z fiiggvényében w = 1071, 1,10,
n = 0,1,2,3. Folytonos vonal: n = 0, a pont — vonal n = 1, pontozott: n = 2,
hosszi vonal — pont: n = 3. Az alsé dbrdkon a szaggatott (rovid — hosszi) vonal
az aszimptotikus viselkedést mutatja Barcza (1996) alapjan. A jobb oldali fiiggbleges
skédla n3 = 1-hez tartozik. pS® = 2w(2n + ng + 1).
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3. tabldzat. A madgneses térbe helyezett H atom legalsé (k = 0) energiadllapotaihoz
tartoz6 E}Y sajatértékek (atomi egységekben)!, w a Larmor-frekvencia, m, = +1. A
zaréjelekben 4ll6 szdmok a felhaszndlt N csatornaszdmot mutatjik. Az R indexszel
jelolt értékeket Ruder és tsai (1994) monografidjabol vettiik. Az éltaluk jelzett
bizonytalansigot az utolsé jegyben /-jel mutatja.

—n3z w E(J)\,[R Eév
1 0.7 0.178993 (13) 0.17857 (3)
0.17869 (5)
1 0.400387 (15) 0.40059 (2)
0.40055 (5)
0.400387(7)
10 8.5344/5 (12) 8.5329 (1)
8.53440 (3)
15 13.2945/6 (12) 13.2930 (1)
13.2944 (2)
100 96.65283/8 (12) 96.65278 (1)
2 1 0.528828 (19) 0.52867 (1)
0.52876 (3)
10 8.80636/7 (12) 8.80617 (1)
8.80630 (2)
100  97.197/8 (12) 97.19785 (1)
3 1 0.596759 (21) 0.59650 (1)
0.59671 (2)
10 8.959320/1(12) 8.95963 (1)
8.95930 (2)
100 97.51628/9 (12) 97.5164 (1)
4 1 0.640649 (12) 0.64051 (1)
0.64063 (2)
10 9.061413 (12) 9.06139 (1)
9.06144 (2)
100  97.73363  (12) 97.7338 (1)
5 1 — 0.67202 (1)
0.67210 (2)
10 — 9.13612 (1)
9.13620 (2)
100 — 97.8958 (1)

'"EmlékeztetSiil w = 1, ha |[H| = 4.7 x 105 T.
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n=3
n=2

n=1

n=0

Lol [
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w

10. dbra. Néhdny u, sajatérték magneses tért6l (w) valé fliggése. A szdmok n-t

jelentik, ng = 0.

4. tabldazat Az méagneses térbe tett H atom legalsé (k = 0) energianivéihoz tartozéd

EY energia-sajatértékei (atomi egységekben) ha 7,

a 3. tablazatnal.

-ng w Eé\fR EY

1 1 0.75475 (12) 0.754759 (1)
10 9.623880 (12) 9.62380 (1)
100 99.538178 (12)  99.5388 (1)

2 1 0.782545 (12) 0.7825457(1)
10 9.647807 (12) 9.64781 (1)
100 99.549420 (11)  99.5495 (1)

3 1 0.800862 (12) 0.80186 (1)
10 9.665419 (12) 9.66542 (1)
100 99.558673 (9) 99.5589 (1)

4 1 — 0.81445 (1)
10 — 9.67939 (1)
100 — 99.5669 (1)

—1. A jel6lések ugyanazok, mint
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11. dbra. Az A, , B, csatolématrix-elemek, mint z fliggvényei ng = 0,n3 = 1
esetén. A vonaltipusok megegyeznek a 9. dbrdn haszndltakkal. A szdmpdarok jelentése:
(n,n'). A kozéps6 abrak z-ben logaritmikusak!
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12. dbra. Az A,., Bpun csatolémétrix-elemek aszimptotikus viselkedése z
fliggvényében. Az dbran lathaté szamharmasok (n,n’, ng)-at jelentik. A vonaltipusok

azonosak az 8. dbranal leirtakkal, w = 1. A bal és jobb oldali fiiggbleges tengelyek az

ng = 0, illetve ng = 1 értékhez tartoznak.
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tartoményait, masrészt demonstralja a (58) sorfejtés jogossagat.

Néhdany szdmolasi eredmény a 3-4. tdbldzatban taldlhatd. Ezek az eredmények
jol illusztraljak a béazisvalasztds jogossagat, illetve a alkalmazott numerikus eljaras
hatékonysagat. Semmilyen nehézség nem adodott a szamitdsok sordn az n3 magneses
kvantumszam novelésekor sem. fgy konnyen ki tudtunk szamitani olyan allapotokat
is, amelyeket a hagyomanyos moddszerekkel tulsagosan nagy szamitasigényiik miatt
eddig senki sem hatarozott meg. Kiemeljik, hogy a mind ez idaig legteljesebb
munka, Ruder és tsai (1994) kényve a 4-8 értékes jegy pontossdgot csak viszonylag
sok (12 vagy t6bb) csatorna figyelembevételével éri el. A mi mdédszeriink 4-6 jegyre
azonos eredményt ad ezzel mindéssze 1-2, maximum 3 csatorna felhasznaldsaval!
Rdaddsul a részletszdmitdsok sordn is nagyon kis pontossagok (dltaldban 107%-os
relativ hibakorlatok) elegendéek voltak. Ezzel megmutattuk, hogy Liu és Starace
(1987) bézisvalasztasa nemcsak az dltaluk eredetileg vizsgalt specidlis esetben (n3 =
0, adiabatikus kozelités), hanem sokkal altaldnosabban (ng kiilonbozé értékeire és
nemadiabatikus kozelitésben) is igen hatékony. Az N csatornaszam novelésével a
pontossag természetesen tovabb novelheto.

Erdemes ismét nyomatékositani a szamitas hatékonysagat, amit azzal értink el,
hogy el6szor is nem szamoljuk ki a (18) sajatfiiggvényeket, ehelyett kozvetleniil
megkapjuk (20) egyiitthatéit: a u(z), Auw(2) és Buw(z) figgvényeket. Az FN(z2)
vektorfiiggvényeket sem hatarozzuk meg egyetlen lépésében sem az EJY meghatdrozdséira
szolgalé és az el6bbiekben leirt iterdcié sordn. Valamint minden E} sajatértéket
definidl6é koztes szamolds olyan kezdetiérték-problémdak megoldasabdl all, amelyeknek
stabil és sima megolddsuk van. Ez teszi lehetévé szamunkra, hogy az eljaras soran nagy
1épéskozzel integrald, egyszertt numerikus algoritmust hasznaljunk.
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5. Elektromagneses atmeneti valoszintiségek

A szintetikus spektrum elkészitéséhez meg kell vizsgdlnunk rendszeriink (az erds
magneses térbe tett hidrogénatom) kdlesonhatdsat kornyezetével. A valédi abszorpcidért
és emisszioért az atomnak a koriilotte levo elektromagneses térrel torténé kolcsonhatasa
a felel6s. A sugarzasi folyamatok leirasara egzakt moédon a kvantumtérelméleti
leiras lenne alkalmas. A kovetendd eljaras az lenne, hogy az elektronra, protonra
és az elektromdgneses térre (a H madagneses teret nem kell kvantdlni) vonatkozé
Lagrange-fiiggvények felirdsa utdn a teljes (kolcsonhatd) rendszerre alkalmazzuk a
variacios elvet és meghatarozzuk a sziikséges téregyenletet, majd ennek a megoldéasat
vizsgdljuk. Sajnos ennek az elvi ttnak a végigvitelére a mi esetiinkben, hasonléan a
gyakorlatban fontos legtébb atomi rendszerhez, nincs méd. Az ilyenkor szokasos eljaras
a perturbacioszamitas. Mi a kovetkezo kozelitésekkel éliink.

[1] Az elektront — mint eddig is — nemrelativisztikusan kezeljiik, azaz a Schrodinger-
egyenletet tekintjik érvényesnek.

[2] Az elektron sugdrzési térrel valé kélesonhatasat kis perturbacionak tekintjiik és
a perturbacioszamitast csak az elsé rendig végezziik el. Mas szavakkal: a tobb foton
szimultan elnyelésével, ill. kibocsatasaval jaro folyamatokat elhanyagoljuk.

[3] A protont tovabbra is dllénak tételezziik fel és csak mint egy elektrosztatikus
tér forrasiat vesszilk figyelembe. (Megjegyzends, hogy Ruder és tsai (1994)
monografijjukban megmutatjik, hogy az [1], [2] keretben dolgozva és a megfelel6
kozelitések mellett formalisan azonos eredményt kapunk, ha figyelembe vessziik a mag
mozgasat is.)

5.1.  Alapegyenletek

A fenti harom feltevéssel az el0z6 fejezetekben — az energiaszintek kiszamitasakor —
hasznélt kozelitések elvi szintjén és pontossdgan vagyunk. Ezek utdn a (4) Hamilton-
operator, ha figyelembe vessziik a kiilsé elektromdgneses teret és Lorentz-mértéket
hasznalunk:

1

p— %eH xr— eAp(r, 1)) — =. (78)

H=

Itt az A; vektorpotencidl-operdtor jellemzi a szabad elektromagneses teret. Kifejezése a
kvantumelektrodinamikabdl ismeretes (1. pl. Schiff 1968).

2mc?h ik K
exs (e  a, + e K ay 79
Zk:sz:l eV ks ks ks) ( )
ahol k a fotonok hullamszamvektora, e, s = 1,2 a polarizdcios egységvektorok,

divA; = 0 miatt e, Lk. ag,, G, a fotonnyels és -kelté operatorokat jelenti. A V a
normaldsi térfogat, wy a k= |k| hullimszamu foton korfrekvencidja.
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Tegyiik fel, hogy a ¢t = 0 idopillanatban — a kélcsonhatas bekapcsolasa elott — a
rendszer sajatallapotban van. Az atom sajatenergidja legyen FE,, sajatfiiggvénye ¥, a
sugarzasi tér energidja B! sajétfiiggvénye Wi = Wi(ng, )Wt (ng,) ... Ui(ng).... A kezdeti
allapot jellemzésére szolgalod a index az atom 6sszes kvantumszamat jeloli, mig az n index
Az My, Ny - - -, Ny - - . Totonszamok sorozatat jelenti. A kezdeti sajatallapotot tehat
U, = \Ifalllﬁb alakban tessziik fel. Hasonlé moddon a kolcsonhatas kikapcesoldsa utan a
rendszer legyen egy b, n' indexekkel jellemzett Uy, = U, 0!, sajatallapotban. Annak
a valosziniisége, hogy az Osszes lehetséges végallapot koziil éppen a U, valosul meg,
a (78) operdtor kolcsonhatasi részének métrixelemei segitségével adhaté meg, hiszen
ennek a Hy, ., matrixnak a négyzete éppen a keresett dtmeneti valdészintiség. A Hyps gn
matrix:

an’,an = T Z Z

Me " s=1 weV’

2rwczh

~ 1 1Kr A 1Kr ~
( b €ks (P — §eH x 1) [e® ., + e Xl T, ), (80)

alakd miutan a (79) kifejezést (78)-be helyettesitve a Hamilton-operator kélesénhatast
leir6 részét vessziik. A fotonkelt6 és -nyelé operatorok sajatérték-egyenletei:
1

Ui, — 1) = s U (1) (81)
Nk
és
1 .
\I’f(nks + 1) = mai{:\l’f(nks). (82)

Beirva ezeket az egyenleteket a (80) kifejezésbe kapjuk, hogy

\ijbn’eks(ﬁ - leH X I') lkraks\if =
2

1 .
N / Whews (p = 5eH X 1) WAV, g o G 1 (83)
illetve

\T ~ 1 —ikr
(\Ijbn’ekS(p - §€H X I‘) e GIS\II ) =

1 .
Vs + 1 /\I!Zeks (]3 — §€H X I')e_lkrlllad‘/(snkln;01 s 5nknk+l R (84)

vagyis csak azok a matrixelemek nem nullak, ahol egy wj korfrekvenciaju foton
keletkezik, ill. eltiinik, mikozben az atom az a-bdl a b allapotba jut.

Mivel a hdrom folyamat (abszorpcié, indukalt és spontan emisszid) nem fiiggetlenek
egymastol, a tovabbiakban elegend6 a (84) fotonszdmtdl nem fiiggd részével, azaz a
spontan emisszié valdszintiségével foglalkozni. Ez (80) és (84) alapjan nem mds mint

|H|? = |/\IJ* Jewsle ™ (p — %eH x 1)U, (r)dV . (85)

Szemléletesen ez az a mennyiség, amely a v frekvencidju (hv = E, — E}) szinképvonal
er0sségét jellemzi.
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—ikr_¢ = Mivel az elektron

Tegylink még egy tovabbi kozelitést! Fejtsiik sorba a e
|| tdvolsdga a magtl ~ 107 m, |k| = 27/\ az optikai tartomanyban (A ~ 1077 m)
1072 nagysagrendii, megallhatunk a sor elsé tagjandl az 1-nél. Ezt a kozelitést hivjak
dipdl kozelitésnek. A spektrum rontgen- és gammatartomanyaban ez a kozelités mar
nem jogos. (Rydberg-atomok esetén sem megfeleld, de szerencsére ilyenek a csillagok

légkorében nincsenek.) A konstans szorz6tdl eltekintve a kiszamitandé mennyiség a
K] * ~ 1
DLl = | [ Wi()e,(p— SeH x 1) W, (r)aV (36)

dipbluserdsség. Megjegyzendd, hogy a (86) kozelités mar nem fiigg k-t6l. Noha
(86) kozvetleniil is alkalmas szamoldsra és mint ilyen, a dip6luserésség egy alternativ
felirasanak tekinthetd, az w = 0 mdagneses tér nélkiili esetben szokdsos helyettesités (1.
Bethe és Salpeter 1957) itt is végigvihets. Ekkor

P, = /\I!’g(r)esrllfa(r)dv. (87)
Legyen az elektron r helyvektora és az e, polarizacios vektor szoge v, ekkor
Pl = | [ Wi (), (1) cos? b, (88)

Amennyiben a sugarzas szogeloszlasatol eltekintiink, a meghatdrozandé mennyiségek
most mar csak a megfelel6é dipoluserdsségek, illetve az azokhoz sziikséges dipolmatrix-
elemek

P = [ W (ErU(E,)dV. (89)

5.2. A dipdluserdsséq kozvetlen kiszdmitdsa

A szokdsos médon (89) kiszamitdsdban az elsé 1épés a idétél fiiggetlen Schrodinger-
egyenlet numerikus megolddsa kétszer (mindkét FE-re), amelynek soran altaldban
szimultan megkapjuk az E mellett a ¥ hullamfiggvényeket is. Ezutan py, nemeltiind
elemeit numerikus integralassal hatarozzuk meg. Sajnos a legtobb numerikus médszer a
magtol tavol pontatlan sajatfiiggvényt ad. Az r silyfiiggvény a (89) kifejezésben pedig
még fel is erdsiti ezt a pontatlansdgot. Tovabbi hibaforras maga a numerikus integralo
algoritmus. Mindezek arra vezetnek, hogy a p érték pontossagara nehezen lehet becslést
adni.

Esetiinkre — a diamagneses Coulomb-problémara — kidolgoztunk egy alternativ
kiszamitasi médot py, nemelting elemeire (Benkd és Balla 1998, Balla és Benké 1999).
A médszer az altalunk leirt formaban a nemszeparédbilis problémék egy osztdlydra (I.
Barcza 1994) kézvetleniil alkalmazhaté. Az elve pedig ennél bizonyéra szélesebb korben
is mikodik.
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A korabbiakhoz hasonléan hasznaljunk itt is hengerkoordinata-rendszert. Ekkor a
Pnm = (D2, Py, D) vektor komponensei (itt az n, m indexeket elhagytuk) felirhaték, mint

00 fe') 27
Pp = / / / \II*(En)\II(Em)Q2 cos pdpdodz,
—o0 J0 0
o) 00 27
Py = / / / U*(E,)¥(E,,) 0" sin pdpdoedz, (90)
—00 J0 0

00 00 2
D, = / / / U (E,) U (E,) 0zdipdodz.
—o0 J0 0

A U fliggvényt (8)-nak megfeleléen szepardltnak tételezziik fel, azaz a kordbbi
jelolésekkel

U(Ey; 0,2, ¢) = (2m) Y2 exp(inf” )0 (Eu; 2, 0). (91)
Helyettesitsiik (91)-et (90)-ba! Vegyiik észre, hogy a p vektor fiiggése a
Ang := ng(V(E,)) — ns(U(E,)) = ny™ —n{" (92)

értékétdl kvalitativ moédon kiilonbozik. Nevezetesen, ha Ang = 0 akkor p, = p, =0 és

pe= [ [ 0B (B ozdedz. (93)

(Itt a ¢ fliggvény o, z argumentumét elhagytuk.) Mig, ha Ang = +1 akkor p, = 0 és
1 00 00
Do = 5[ /0 ¢(En)¢(Em)Q2dez

po==5 [ [T oIp(E) e (94

Megjegyzendd, hogy a masodik kifejezés nem sziikséges |py...|? kiszamitdsakor. Ha pedig
|Ang| > 1, akkor p, = p, = p, = 0. (Ezzel tulajdonképpen levezettiik a hidrogénatomra
vonatkozé jol ismert kivalasztési szabalyokat.) A nemeltiiné komponensek mindegyike
felirhat6 az alabbi integral formajaban

10 = [ [T () (En)s(o, 2)dodz (95)

0z ha Ang =0

ahol s(g,z):{ )

96
0o° ha Ang = +1. (96)

Vegyiik figyelembe a paritdst is! Mivel ¢(E) z-ben péros, vagy paratlan (és ennek
megfeleléen valtozik s is) a kovetkez6kre jutunk

2[5 [ V(B Y(Em)ozdodz,  ha Ang =0 és w{™ # x{m),
Ivm) — &9 oo o0y (B Y (E,) 0*doedz, ha Ang =41 és 7™ = 7™, (97)
0 egyébként,
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ahol 7™ 7(m) a megfelel$ v, 1)y, fiiggvények z-beli paritasat jeloli. A (12) normaldsi

Z

feltétel is (95) alakra hozhaté: n =m, s(p, z) = o, és igy

/ / VAH(E gdgdz—; (98)

Az attekinthet6ség kedvéért a megfeleld fliggvények FE,,-hez, illetve E,-hez valo
tartozasat egy felsé indexszel fogjuk jelolni, ahol ez sziikséges, hasonlé modon jeloljiik
a paritast is.

A kordbban a 4. fejezetben, illetve Balla és Benk6 (1996) cikkében leirt sémat
hasznéljuk, vagyis a ¢ (E,,)-et ugy definidljuk, hogy

=Y [M(2)9" (2, 0), (99)
k=0
ahol cf>(()n)(z, g),&)@, (2,0),... a Liu-Starace bdzis elemei, amelyek a megfeleld

,u(()")(z), ugn)(z), ... sajatértékekhez tartoznak (1. 4. fejezet, Barcza 1996, Liu és Starace
1987) és tetszOleges z esetén p szerint ortonormaltak a (19)-nak megfelel6en, mig EY,
FS2), f(2), .. a (20) sajétérték-probléma megoldasai, ahol a csatolémétrixokat (21)
definialja.

A normélds (98) kifejezésébe beirva a (99) feltevést és alkalmazva a (19)
ortonormalast kapjuk hogy

1
/ (2)dz = 3. (100)

A korabbiakban megmutattuk, hogy a {u\™(2)}22,, {A"(z ) o= 68 {(B"(z ) o=
kiszamitasahoz nincs sziikség maguknak a {@,g")(z)}zio Liu-Starace bamselemeknek
az ismeretére. A (20) helyett egy véges differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé
sajatérték-problémaval foglalkoztunk, amely (66) alaki volt. Az el6z6 részben azt is
megmutattuk, hogyan lehet az E* kozelits sajdtértékeket megkapni F¥(2) kiszdmitdsa
nélkiil. Az egységes targyalds kedvéért tegyiik meg a kovetkezo szétvalasztast:

s(0,2) = 0s1(0)s2(2) (101)
si(0) =s7(0) =1, vagy si(0) =5 (0) = o, (102)
s9(2) = s3)(2) =1, vagy ss(2) = s5(2) = 2 (103)

Tovabba legyen
Kyy™(z) = /0 &M (0, 2)05™ (0, 2)0s\ (0)do, i =1,2. (104)

Ezutdn, ha a (95) kifejezésbe beirjuk a (99) feltevést és figyelembe vessziik (98)
normaldst, valamint K (n"”)( ) fenti definicidjat is, kapjuk hogy

—23 S, (105)

k=01=0
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ahol

A = [T R @A @ (K" ()dz = 1,2 (106)
Ezekkel a jelélésekkel (98) is atirhatd, mint

A (104) integrél formédlisan igen hasonlé azokhoz, amilyeneket a 4. fejezetben mar
kiszamitottunk, de a kordbban szerepld A(z),B(z) mennyiségek csak egyetlen n{"-t6l
fiiggtek és ennek megfelelen csak egy {@),(C")(g, 2)}72, bazisrendszert kellett figyelembe
venni kiszamitasuk soran. Az alabbiakban megadjuk az olyan funkcionalok kiszamitasat,
amelyekben az egyes fliggvények kiillonb6z6 béazisrendszerekhez tartoznak.

A Liu-Starace béazis normaltsiga miatt igaz az, hogy K(”m1 (2) = dpq, ha Ang = 0.
A 4. fejezetben leirt eljarassal teljesen anal6g mddon megkaphatjuk K(””“)( ) egyéb
indexekre vonatkozo értékeit is. Az IIS,) funkciondlra vonatkozo (57) relaciéhoz hasonléan
felirhatjuk, hogy

K (2) = i (0e, 2)ri™ (0c, 2) k5™ (0c, 2) — K™ (0c, 2)] (108)

ahol, teljesen hasonléan (40)-hoz

Tgt)(Qca Z) = [h’gt)l(gca Z) - hgt)r(gc; Z)]_1/2

és (t,5) = (m,q), vagy (n,p), mig

dk(nmiw)(g, Z)
_re N\ [UI()n)(Q, z) + vé )(Q, )]k(nmzw)(g, )

do
sin 0 (o, z) cos 6™ (o, 2)
VP(Q)Vq(Q)
(i) V(g)y(gn) , ,
kg (00, 2) = - P - ——0" + 0(5™) (110)
(S + S+ RS )L+ i+ 08P+ ™)
(nmi) V},Zgugglo) oot 54
kpzmz (90072) = - 20,3 90 Z+O(Qoo Z)' (111)

A Klggmiw)—re vonatkoz6 egyenletek (54) éltaldnositdsai. Ott azonos ns-hoz tartozoé
bazisfiiggvények szerepeltek. Itt a kiilonbozé n{™, n{™-ekhez tartozé bazisok a v,
v(gm) kifejezésekben jelennek meg. Természetesen (54)-hez képest itt a sulyfiiggvények is
masok, amelyek a kezdeti értékeket is nagyban befolyasoljak. Minden egyéb sziikséges
adat a 4.2 fejezetben leirtakkal azonos médon adddik.

Egy adott pontossagi eredményhez nem sziikségszerii mindkét &allapot azonos

csatornaszamu kozelitése. Jeloljik az n. allapothoz tartozé csatornaszamot N-nel, az



47

m-hez tartozét pedig M-mel. Miutan N-et és M-et rogzitettiik, megadhatjuk a (100),
(105) és (106) formuldk megfelel§ kozelitéseit

1=2 /0 T FNTG)FY (2)dz = 2 /0 T ENTKMY () FY ()2, (112)
[ =2 /0 T RN () cmid) () FM (5)dz, (113)

ahol bevezettiik a K"™9) (z) matrixot a (K@) (2)) = s& (2) K™ (2), k =0,...,N—
1,1=0,...,M —1 elemekkel. Ekkor a (113) szintén egy kvadratikus funkciondl, amely
hasonlénak latszik (104)-hez. Van azonban egy lényeges kiilonbség! Kordbban jeleztiik,
hogy az oOnadjungalt problémak sajatfiiggvényeibol allé kvadratikus funkcionédlok
kiszamitdsa mind a skaldr, mind a métrix esetre (K{2™)(z)) matematikailag kidolgozott
(Kitoroage és tsai 1987, 1989). Ezek a mddszerek Abramov és tsai (1980), Birger (1968)
altal ismertetett ortogondlis faktorizdcids eljardson alapulnak. A (106)-ben szerepld
{f,g")(z)},‘;ozo és {fi"(2)}72, figgvények a (20) nem-6nadjungdlt probléma megoldasai.
Hasonl6 igaz a (66) csonkitott rendszerbdl szarmazokra is. A differenciélis ortogonélis
faktorizacié egy madsik véltozatat azonban, amelyet Bahvalov (1977) dolgozott ki,
sikeriilt alkalmassa tenniink a nem-Oonadjungalt problémak sajatfiiggvényeibol alkotott
kvadratikus funkciondlok hasonl6 kiszamitasara. A faktorizacié maga mar szerepelt a
kordbbiakban. Az (69)-(74) alaposszefiiggéseket fogjuk itt is hasznédlni. A c vektorra
vonatkozo egyenletetre (v.6. 8.1. fiiggelék) kordbban nem volt sziikség a kovetkezékben
viszont kihasznaljuk, igy most felirjuk, hogy
% +Y*'Y)"'YTPYe = 0. (114)
Meg kell azonban jegyezni, hogy a (114) egyenlet megolddsara tovabbra sem lesz sziikség,
mindossze a formuldk levezetése végett van ra sziikkség. A tovabbi formuldkban, ha ez
nem okoz zavart, az m és n indexeket elhagyjuk.

A funkciondl kiszamitasara alkalmassa tett 1) modszeriink a normdlast a
kovetkezéképpen veszi figyelembe. Irjuk &t (112)-at

% i 1
/ G ()R ()G (2)dz = 3, (115)
0
ahol
B ’C(nnll) 0 I 0
(nnll) _ N — N N . 11
= (o o) =(on or) w1

Ha a (115) kifejezés bal oldaldt az [ = [; + [/, Osszeg formdjaban keressiik, és a

HN'=(2) HV"(2) métrixok, valamint a V'™, ¢™* vektorok a

/Z GNT(C)’a(nnll)(C)GN(C)dC _ chﬂ'zT(z)HNlﬂ'z(z)chﬂ'z(z)

21

[ G ORI OGN (OAC = M (@ HY () () (117)
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modon vannak definidlva, akkor (N-et elhagyva) z szerint derivdlva mindkét oldalt és
figyelembe véve (71), (74) és (114) Osszefiiggéseket kapjuk, hogy

dH W)

_ H(W)(Y(w)Ty(W))*ly(W)pr(W) _ Y(w)TpTy(w)(y(W)Ty(w))*lH(W)
dz

—y Ty w) — (118)
H'"™(2)) =0y H'(2s) =0 w=lm,T.
Ekkor (117) felhasznélasaval (115) felirhaté, mint

1
(2 H' (z0) e (ze) — €™ (2e) H (20)c™(2¢) = 2 (119)
amely tetszOleges rogzitett z; < 2. < 2, pontban fenndll. c™=(z.) és c"(2)
meghatdrozasahoz (119)-et és a
Y™ (2.)e™ (2.) — Y (2e)e" () =0 (120)

relaciét haszndlhatjuk, amely a (74) egyenlet kovetkezménye. Igaz tovabba, hogy
YTY = Iy (minden — itt nem jelzett — indexre). Ekkor c™=(z.) = avi, c*(z.) = avs,
ahol v, egy tetszéleges megoldasa az

V17T (20) Y (20) YT (20) Y™ (20) — Iy]vi = 0, (121)
algebrai sajatérték-egyenletnek, valamint
vo = Y YD (2)vy, a=[VIH™(2)v) — viH (2)vo] 2. (122)
Végiil legyen I{"™ = Jo + [, s ekkor definidljuk a Qmw) m4trixot a korbbiakkal
anal6g modon ugy, hogy
[T GYHORPD (G Q¢ = M (2) Q) () ),
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[ QRO Q¢ =~ (2)Q ()¢ (2), (123)

z

teljestiljon, ahol

o KCmid) 0
JCtmid) — M 124
( Onxar Onxnr (124)

fgy Q) _re kapjuk, hogy

QU™ ) (y mw) Ty () -1y may )y Gn
dz
_Y(nw)T,P(nw)Ty(nw)(Y(nw)Ty(nw))—lQ(nmw) _ Y mw)T ge(nmig) y (nw) _ (125)

Q(nmlﬂz)(zl) = Onxm Q(nmr)(zoo) = Onxm-
Ezek utdan mar a funkciondl egyszeriien megadhatd, mint

I(nm) _ C(ml)T(ZC)Q(nml) (ZC)C(nl) (Zc) . C(mr)T(ZC)Q(nmr) (zc)c(nr) (Zc) (126)

S
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5.3. A modszer numerikus tesztje

Moédszeriink érvényességét ellendrizendd kiillonbozo fizikai paraméterekkel jellemzett
adtmeneteket valasztottunk. Az 5.  tablazat mutatja az altalunk kiszamitott
dipéluserdsségeket Osszevetve a Ruder és tsai (1994) éltal kordbban kézoltekkel. A
kezdeti és végallapotokat azok aszimptotikus kvantumszamaival jellemeztiik, vagyis: np,
[, ng a f6-, mellék- és magneses kvantumszamokkal, amelyek w = 0 esetén tartoznak az
allapothoz, illetve az n, n3, v kvantumszamokkal, amelyek az w — oo esetén igazak. Erre
azért van sziikség, mivel, mint azt kordbban mondtuk, a probléma nemszeparabilis, igy
az w nem aszimptotikus értékeire nincsen 3 j6 kvantumszam, amely a teljes rendszert
egyértelmien jellemezné. A 13. abra egy Grotrian-diagramon mutatja a valasztott
atmeneteket egy adott térerdsségnél (w = 1). A 13. dbra és a 5. tablazat egyiittesen
érzékelteti, hogy semmilyen gondot nem okoztak a kiilonb6z6 tipusi (Ans = 0, Anz+1)
atmenetek. Ugyszintén igaz marad ez a megallapitds a nagyobb n3 kvantumszamokra
és a térerosség harom nagysagrendjén keresztiil.

Ott, ahol léteznek korabban publikalt értékek, azok a miénkkel jol egyeznek, holott
szamoldsainkban a kozelitések mindeniitt alacsonyabb rendiiek. fgy joggal mondhatjuk
azt, hogy az els6 izben altalunk megadott értékek hasonlé pontossagiak lehetnek.

—E[E]

+1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1
n;=0 nz=-—1 nz=-—2 nz=-—3 ny=—4

13. dbra. A Grotrian-diagramon a diamdgneses Coulomb-probléma kordbban
publikdlt Gsszes szigorian kotott dllapota szerepel. Az dtmeneteket ott jeleztiik, ahol
a dipdluserdsség értéke ismert (pontozott vonal). Az édltalunk is szdmolt dtmeneteket
folytonos vonal, mig a csak dltalunk szamolt eseteket szaggatott vonal jelzi (w = 1).
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5. tabldzat. A diamégneses Coulomb-probléma |p|? dipdluserdsségei dsszevetve a
kordbban Ruder és tsai (1994) altal publikdlt |pr|® eredményekkel. Az dtmeneteket
az egyes allapotok aszimptotikus kvantumszamaival jellemeztik.

dtmenet w |pr |2 Ip|?
2 1/0—104+—3d_,/0—11 1  1.189 1.187[2]
1.1892[6]
10 3.188-10"! 3.19-10'[2]
3.188 - 10~1[4]
100 8.018-1072 8.235-1072[1]
2% 1/0— 10— 3d_»/0—20 1 874110~ 8.743-10~'[6]
10 9.665-1072  9.665- 1072[4]
100 9.901-10~%  9.905- 10~3[1]
31 /0—12¢—3d ,/0—11 1  8.241 8.2408[6]
10 4.369 4.3688[2]
100 3.303 3.308[1]
3p_1/0—12 ¢ 3d_»/0—20 1  9.146- 9.147 - 10-3[6)
10 2.465-107%  2.464 - 107*[4]
100 7.391-107% 7.398-1079[1]
% 1/0—10 ¢ 4d_,/0—13 1  — 4.4502 - 10~*[6]
0 — 9.699 - 10~3[4]
100 — 1.7276 - 102[1]
3p_1/0—12¢4d ,/0—13 1 4.3792 - 10-2[6]
10 — 1.2318 - 103 [4]
100 — 7.2918[1]
3d_2/0—20 ¢ 4f »/0—21 1  — 1.7866[6]
0 — 4.3063 - 10~ [4]
100 — 1.2401 - 10~[1]
Af 5)0—21 ¢—dd_»J0—22 1  — 9.6021[6]
0 5.1284[4]
100 — 2.9267[1]
2 1/0—10 +—4d_»/0-22 1  — 1.649 - 10~4[6]
10 — 1.359 - 105[4]
00 — 7.496 - 105[1]
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6. 6sszegzés

A dolgozatban a diamdgneses Coulomb-probléma néhany vonatkozasat vizsgaltuk
meg. Miutan megallapitottuk, hogy a feladat — nemszepardbilis volta miatt — mind
analitikusan, mind numerikusan nehezen kezelhetd, olyan bazisfiiggvény-rendszert keres-
tiink, amelyben a rendszer sajatfiiggvényeit kifejtve azok analitikusan nemadiabatikus
kozelitésben is vizsgdlhatok az aszimptotikus tartomanyok mindegyikében. Ilyen
fliggvényrendszernek bizonyult a lapitott gombfiiggvények alkotta bézis gombi
koordinatdk (w < 1) alkalmazdsa esetén és a Liu-Starace bdazis hengerkoordindtakat
(w > 1) hasznélva.

Ezek a filiggvényrendszerek a szokasosaknal &ltalanosabbak és éppen emiatt
alkalmasak arra, hogy mar viszonylag kis elemszamau kifejtéseik jol kozelitsék a tényleges
megoldést, ezaltal lehetGvé teszik az analitikus attekinthetoséget (Barcza 1994, 1996)
és az alacsonyrendii numerikus szdmoldst a nemaszimptotikus tartoményokban (Balla
és Benkd 1996, 1999).

A dolgozatban a nagyobb térerosség-tartomannyal foglalkoztam, s itt a Liu-Starace
bazis a megfelel6.

Ezek utan kovetkezzenek a dolgozat legfontosabb eredményei:

(i) A (31) mddositott Priifer-transzformacié segitségével sikeriilt kikiisz6bolni azt
a korabban senki altal le nem kiizdott nehézséget, hogy a Liu-Starace bazis
fiiggvényei csak numerikusan adhaték meg.  Megmutattuk, hogy valdjaban
a figgvényekre magukra nincs is sziikségiink, a (22) bdazisegyenlet p,(2)
sajatértékeit meg tudjuk hatarozni a teljes 0 < z < oo intervallumon elsdrendi,
requldris kezdetiérték-problémak megoldasaval. Ez mind elvi, mind gyakorlati
szempontbodl egyszeriisitést jelent. A szokasos eljarasokkal a sajatértékeket és
a sajatfiggvényeket szimultan szamoljdk mdsodrendid, szinguldris peremérték-
problémdk megoldasan keresztill. Megmutattuk azt is, hogy az aszimptotikus
tartomanyokban a kapott értékeink jol egyeznek az analitikus szamolasok
eredményeivel.

(ii) Az Anw(2), Buy(2) csatolématrix-elemeket megadd kvadratikus funkciondlokat sem
az azokat alkoto bazisfiiggvények kiszamolasaval, majd numerikus derivaldsaval
és numerikus integraldssal hataroztuk meg. Ehelyett egy numerikusan stabil,
hatékony eljarassal magukat a funkciondlértékeket szamoltuk ki az ezekre felirt
kezdetiérték-probléma megoldasan keresztiil. Az aszimptotikaval valé Osszevetés itt
is a fent elmondottakhoz hasonlé eredményt adott.

(iii) Ezutdn mar felithat6é az energia-sajatértékre vonatkozé (66) differencidlegyenlet-
rendszer. Ennek megoldasanal a (22) skaldar problémandl alkalmazottal analég
eljarast hasznaltunk. A mdsodrendi, szinguldris rendszert az adott intervallumon
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vele ekvivalens elsérendd, reguldris rendszerré alakitottuk, majd egy a korabban
alkalmazott modositott Prifer-transzformaciénak a matrixok korében megfelel6
differencidlis ortogondlis faktorizdcot hasznaltunk (Bahvalov 1977). A fenti (i)-(iii)
keretet sem erre, sem mas nemszeparabilis sajatérték-problémara nem hasznaltak
el6ttink.

Mindezen elvi eredmények utan bebizonyosodott, hogy a Liu-Starace bazis
igen hatékony. Mar néhdny csatorna felhasznalasaval az egyszeriibb béazisok
sokkal nagyobb elemszamu kozelitéseit megkaptuk. Tovabbd semmilyen gondot
nem okozott magasabban fekvé allapotokhoz tartozd, kordabban nem publikdlt
sajatértékek meghatarozasa sem.

Az egyes energiaszintek kozti atmenetek valdszintséget, és ezzel a szinkép adott
vonaldnak erdsségét a dipoluserosséggel jellemeztiik. Ez ismét csak egy kvadratikus
funkcional, de most matrixfiggvényekre vonatkozo.

Az ismert volt, hogy a kvadratikus funkcionalok kiszamitdsara skalaris esetben
alkalmazott (ii) moédszeriink &ltaldnosithaté maétrixokra is, de csak akkor, ha a
funkciondlokban szereplé sajatfiiggvények egy 6nadjungalt feladat megoldasai (1.
Kitoroage és tsai 1989). Sikeriilt megmutatnunk, hogy a neménadjungélt feladatok
egy jol definidlt osztélydra (Barcza 1994) szintén megtehetd ez az altalanosités.
Hasonlé médszer kvadratikus funkciondlok kiszamitdsara nemonadjungalt esetre
eddig nem létezett.

A kvadratikus funkciondlokra felirt métrixdifferencidl-egyenletekre vonatkozé (125)
kezdetiérték-probléma megoldasaval jutunk a keresett dipoluserdsségekehez. Ebben
az esetben is Osszevetve a kordbban publikalt értékekkel a mieinket, azt talaljuk,
hogy az egyezés igen jo, holott a mi kozelitésiink rendje sokkal alacsonyabb.

Kiszamoltunk tovabba néhany olyan atmeneti dipéluserdsséget is, amely eddig nem
volt megtalalhato az irodalomban.
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7. Koszonetnyilvanitas

A szerzo ezuton is szeretné kifejezni koszonetét azoknak, akik nélkil ez a dolgozat
nem késziilhetett volna el. Mindenekel6tt témavezetomnek, Barcza Szabolcsnak az
MTA Csillagaszati Kutatointézetének fémunkatarsanak tartozom halaval tobb éves
kitlinteto figyelméért és biztatasaért. Nem kevésbé illeti koszonet Balla Katalint, az
MTA Szamitastudomanyi és Automatizalasi Kutatdintézetének fémunkatarsat, akivel
kozos munkank képezi a dolgozat gerincét.

Koszonettel tartozom tovabba az MTA Csillagaszati Kutatdintézetének, mely
lehet6vé tette a munka elkészitését. Kiilon koszoném Szabados Laszlénak az MTA CSKI

fomunkatarsanak, hogy volt olyan kedves és nyelvi szempontbdl is atnézte dolgozatomat.
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8. Fuggelék

8.1. Matematikai kiegészités

A kozonséges differencidlegyenletek és egyenletrendszerek numerikus megoldasasanak
kérdései onalléo tudomanyagat képeznek a matematikan beliil. Ezért az alabbiakban
csak arra vallakozom, hogy megprobalom az altalunk alkalmazott moédszerhez vezetd
utat megvildgitani. Az ebben a fejezetben hasznalt jelolések fliggetlenek a korabbi
részek jeloléseitol.

A dolgozat megoldandé (18), (20) feladataira mdasodrendi, linedris, explicit
egyenletek vonatkoznak. Ismeretes, hogy a masodrendlii egyenletek mindig
visszavezethetk elsérendii egyenletrendszerekre (1. pl. Kodsa 1985). Ezek utdn az
elsérend, linedris, kozonséges differencidlegyenlet(rendszer) altaldnos alakja

y'(z) = A(z)y(z) +q(z), a<z<b abeR (127)

ahol R a valés szamok halmazét jeloliy (z) = (y1(z), yo(2), ..., yu(2))T € R", q(z) € R"
(n elemi valos vektorfiiggvények), A(z) € R™™ (n X n-es valés matrixfiiggvény), n € N
(pozitiv egész).

A (127) egyenlet megoldédsseregéb6l a peremfeltételek valasztjak ki az altalunk
keresett tulajdonsidgi megoldas(oka)t (ha van(nak) ilyen(ek)). Az éltaldnos kétpontos
peremfeltétel alakja

g(y(a),y (b)) =0, (128)

ahol g = (g1,92,...,9,)7 altaldban nemlinedris vektorfiiggvény. A kétpontos feltétel
linearis alakja:

B.y(a) + By (b) = 8, (129)

ahol B,,B, € R™" [ € R" Megjegyzendd, hogy az altalanos, tobbpontos
peremfeltételii feladat mindig kétpontossa alakithaté (bizonyitdst 1. pl.  Ascher
és tsai 1988 tankonyvében), valamint hogy a nemlinedris peremfeltételek sokszor
linearizalhatdk. A linearis peremfeltételek a

By (@) = 50 By () = 5 (130)

a

(B{V € RP*P, B,EQ) € R, gV € R?, B € R®, p+ s = n.) szepardlt alakban
is feltehetOk az altaldnossdg csokkentése nélkiil, mivel a (129) feltételii feladat mindig
(130) alakra hozhaté (Moszynski 1964).

A legegyszeriibb szeparalt peremfeltétel az, amikor a megoldast egyetlen pontban
kotjik ki (s = 0), vagyis

yv(a) = a, a=(a,q,...,a,)" € R™.
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Ilyen esetben szokds kezdetiérték-feladatrél (KEF), vagy Cauchy-feladatrél beszélni.

A KEF megolddsaira jol ismert az egzisztenciat és unicitdst kimond¢6 tétel (1. pl.

Coddington és Levinson 1955 klasszikus tankonyvét). Szintén ismeretes, hogy a

peremérték-feladatokra (PEF) hasonl6an éltalinos allitds nem teljesiil. A kovetkezd

meglehetdsen altalanos tétel azonban kapcsolatot teremt a PEF-k és a KEF kozott.
Tekintsiik az

yl = f(xa}’)a g(Y(a)7Y(b))

=0 (131)
altalanos PEF-t és vezessiik be a w' = f(x,w), (z > 0), w(a) = s KEF-t!

Tétel. Ha f(x,w) folytonos a teljes értelmezési tartoméanyan és Lipschsitz-
tulajdonsagii, akkor ¥V s € R™ vektorhoz 3! w(z,s). Bgy y(z) = w(z,s) a PEF
megoldasa, ha g(s,y(b,s)) = 0 és viszont, ha 3 s olyan, hogy g(s, w(b,s)) = 0, akkor a
PEF-nak van megoldésa és V s-re, ami ilyen, w(z,s) megoldas.

A tétel bévebb magyardzata ill. bizonyitdsa megtalalhat6 pl. Ascher és tsai (1988)
mar idézett konyvében, vagy magyarul Stoyan és Také (1995) konyvében. A fenti tétellel
a PEF megolddsat KEF-ok megoldasara vezettiik vissza. Ez azért elonyos, mert a
KEF-ok numerikus megoldasara kivdld mddszerek éllnak rendelkezésre (leszdmitva az
u.n. merev ,stiff” egyenleteket). A KEF numerikus integralasara szolgald kiilonbozo
algoritmusokrdl j6 attekintést ad pl. Hairer és tsai (1987), vagy Stoer és Bulirsch (1980)
munkdja. Nézziik meg, hogy a fenti PEF-hoz milyen KEF-ok térsithatok. Erre tobb
lehetOség is van.

A legegyszeriibb az i.n. beldvéses mddszer (shooting method), amikor a (131) PEF
helyett az

y' =f(x,y), yla,s)=s

g(s,y(b,s)) =0 (132)
KEF-bdl és algebrai egyenletbdl allé problémaval foglalkozunk, vagyis kozvetlentl a
fenti tételt alkalmazzuk. Sajnos ezzel az egyszeri moédszerrel a gyakorlatban silyos
gondok adédhatnak. Gyakori, hogy bar a PEF stabil (jol kondicionalt) a KEF instabil
(er6sen fiigg s-t6l). Az is el6fordulhat, hogy a PEF-nak van megoldasa, de a KEF-
nak nem minden s esetén létezik megolddsa az [a,b] intervallumon. Konkrét példak
taldlhatok a fenti viselkedésekre példdaul Ascher és tsai (1988), vagy Stoyan és Také
(1995) munkaiban.

Az instabilitdsoknak szemléletesen az az oka, hogy a numerikus megoldasok az
integrdalas soran elfajulnak, vagyis a sziikséges n feltételbol k£ elvész.  Ennek a
probléménak a kikiiszobolésére szolgalnak a linearis peremfeltételii, linedris egyenletek
esetén a kiilonféle faktorizdcios (vagy masképpen soprési ,,sweeping method”) eljarasok.

Tekintsitk a (127) altdnos linedris differencidlegyenletet a (129) linedris perem-
feltétellel. Vezessiik be a T linedris transzformdaciét oly médon, hogy w(z) := T ty(z),
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és g(z) := T 'q(z). Ezeket a kifejezéseket befrva (127) egyenletbe kapjuk, hogy
w =T"YAT - T")w +g. Az

U:=TYAT - T (133)

jelolés bevezetésével pedig a

w =Uw+g, B, T(a)w(a) + By,T(b)w(b) = 3 (134)
feladatra jutunk. Valasszuk meg U-t gy, hogy felsé haromszogmatrix legyen, azaz
yan  ya2) g(l)
U= b no és akkor g = K , (135)
( O UE p

ahol az als6 indexek mindeniitt a dimenzidt jelzik. A fenti (135) kifejezést beirva a (134)
PEF-ba azt kapjuk, hogy

wl = w0 1 12 ® 4 o) (136)
W — @ | g (137)
és
BOw(a) = g0 BPwW®(b) = g@. (138)

A megoldas technikailag a kdvetkezo 1épésekbol all: T" konkrét alakjara a leggyakrabban
hasznalt kifejezés a

Ri—tyxk  Lin—k)x(n—k)

Ekkor az U definidld (133) egyenletétébdl 7" = AT — TU és T fenti (139) kifejezésébdl
az

R = AP 4 AR — RAW — RAUDR (140)

alaku differencidlegyenletet kapjunk (Riccati-egyenlet). Az A madtrix particionédldsa
a kordbbiaknak megfelel6. Amennyiben 7' ismert, ennek segitségével meg lehet
szerkeszteni U-t, majd a (137) egyenletet direkt irdnyban (a-t6l b felé), (136) egyenletet
pedig ellentétes irdnyban integraljuk, majd pedig az T'w = y linedris, algebrai egyenlet
szolgdltatja a keresett megoldasokat.

Sziikségiink van még a R(a), w?(a), w)(b) kezdeti értékekre. Legyen B, = (C|D)
alakd, ahol D € R¥*¥ nemszinguldris matrix. A B, méatrix mindig ilyen alakra hozhaté
(. pl. Rézsa 1991). Mivel w = Ty, gy w¥(a) = —R(a)y(a) + y?(a). Ezek
utan valasszuk R(a) = —DC~! alaktinak, amibél kévetkezik, hogy w®(a) = D=0,
(By hasonlé transzforméciéja utan w((b) kezdeti érték is megkaphat6.) Noha a fenti
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eljaras a belovéses modszernél stabilabb az tovabbra is el6fordulhat, hogy a Riccati-
egyenletnek nincs a teljes [a, b] intervallumon mindeniitt megolddsa. Ilyenkor az eljirds
,,felrobban”. Ez kikeriilhetd, ha ,,idejében” 1/R valtozoéra tériink at. Az dllandé figyelés
— és ha sziikséges a transzformalasok — a numerikus munkat eléggé nehézkessé teszik. A
Riccati-egyenlet nemlinearitdsa szintén hatranyos. Mindezek miatt hasznos lenne egy
a megoldasok 1étét garantalé hasonld eljards. Szintén elényOs volna, ha ezt sikeriilne
limearis egyenletekkel megvaldsitani. Az adjungalt egyenletek elmélete, pontosabban a
kovetkezo tétel erre médot ad. (Mivel a dolgozatban homogén egyenletek szerepelnek a
tovabbiakban csak ezekkel foglalkozunk.)
Tekintsiik az

ByW(a) =0, ByP(b) =0 (141)
szeparalt, homogén peremfeltételii, homogén, linearis PEF-ot.

Tétel. M a (141) egyenlet megolddsainak egy k& dimenzids linedris altere, akkor és
csak akkor, ha 3 ¢(z) € R™ (%) olyan, hogy

a) rang(¢(z)) =n — k,

b) y € M, akkor és csak akkor, ha V z € [a, b] esetén o' (z)y(x) =0,

c) és kielégiti a ¢(z) + AT (2)¢(x) = 0 egyenletet (az eredeti egyenlet adjungaltjat).

(Az eredetileg R. Lagrange-t6l szarmazé tételt ilyen alakban 1. Abramov 1961.)
Ezek utdn valamely z, (¢ < x < b) kozbiilsé pontban a megoldds tdgy 4ll
el6, hogy az adjungalt egyenletet oldjuk meg a két végponttdl a kozbensdig, ezzel
megkapjuk ¢(z) = (¢ (), 6@ (2))T megoldast, majd pedig a ¢T(z)y(z) = 0 linedris
egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja a keresett y(x)-t (Lagrange-faktorizacio).
Megjegyzendd, hogy az adjungalt egyenlet linedris és a megoldhatésiga (a linedris
algebrai rendszer megoldhatésagaval egyiitt) sziikséges és elégséges feltétele az eredeti
feladat megoldhatdosaganak, vagyis pontosan olyan tulajdonsdgu, amilyent kerestiink.

Az adjungalt egyenletekre valasszuk a kezdeti értékeket a kovetkez6 modon. Az
eredeti feltételt hozzuk C'y((a) = 0 alakra, ahol rang(C') = n — k nemszinguldris
matrix. Ekkor ¢(M(a) = CS, ahol S nemszingularis n — k dimenziés négyzetes
matrix. A masik hatdarfeltétel teljesen hasonléan addédik. A kezdeti feltételek
ilyen megvalasztasaval a végpontokban automatikusan teljesiil a tétel ortogonalitasi
kovetelménye. Igazdbdl ezzel, mint egy rogzitett bazissal megadtuk a megoldasok
linearis alterére merdleges komplementer alteret. A numerikus integralas sordn ez a
bazis ,,mozdul el” a végpontokbdl az = pont felé. Sajnos semmi nem garantalja, hogy a
kezdetben rogzitett ortogonalis bazis a numerikus integralas soran nem ,,romlik el”. Ha
pedig a bazis Osszefiiggévé valik, a ¢ matrix numerikus rangja sem marad n — k. Ezen
a probléman lehet gy segiteni, hogy idonként ellendrizzik a bazis ortogonalitasat és ha



o8

sziikséges ortogonalizaljuk. Jobb volna azonban, ha maga az eljards garantalna, hogy
minden lépésben a bazis megorzi ortogonalitasat.

Tegyiik a kovetkezéket! A ¢T(z)y(x) = 0 linedris egyenletet szorozzuk be balrdl
a vT(z) € RF* differencidlhaté nemszinguldris mdtrix-szal. Vagyis tekintsiik a
vTply = 0 Osszefiiggést. Legyen ¢ := ¢v, akkor ¢ = v~ ! és Ty = 0. Az adjungdlt
egyenletbe befrva 1 kifejezését és jobbrdl beszorozva v~—'-gyel kapjuk, hogy

,l/)l — ww - ATw, (142)

ahol bevezettiik az w = v 12/ jelolést. A majdnem tetszéleges v bevezetése miatt
kiréhatjuk a ¢ fiiggvényre a

Y (2)y (2) =0 (143)

feltételt. Ez Abramov (1961)-es cikkének lényege. Ha (143) feltétel igaz, akkor abbdl
nyilvanvalé médon kévetkezik, hogy ¢7¢ = K, ahol K konstans matrix (pl. célszerii v-t
ugy valasztani, hogy K = I legyen). Vagyis, ha a 1) fiiggvényre vonatkozé egyenletet
oldjuk meg, akkor az egyszer ortogonalisan elinditott béazis végig ortogonalis marad.
A o ilyen védlasztdsa mellett w = (1) 1T ATY, és ezt a (142) egyenletbe befrva
megkapjuk az Abramov-faktorizacié alapegyenletét

Y=t e) Tyt - 1Ay (144)

Az eljards hasznalatakor két (144) alaki egyenletet kell numerikusan integrélni (a
megfeleld végpontbdl egy tetszbleges kozbensd pontig), valamint a ¢y = 0 homogén
linedris algebrai egyenletet (1. Balla és Benk6 1996). Bar (144) nemlinedris egyenlet,
bizonyithatd, hogy tetszoleges teljes ragu kezdeti feltétellel van és pontosan egy
megoldésa.

Abban az esetben, ha csak egyetlen masodredii, lineéris PEF-ot kell megoldanunk
a helyzet a fentieknél lényegesen egyszeriibb. Az y = (y,y')T Osszefiiggés segitségével
az egyenletet elsérendiivé transzformaljuk, majd alkalmazzuk a fenti eljarast! Konnyen
lathato, hogy a (143) és a K = I feltételnek akkor tudunk eleget tenni, ha pl. ¢ = sin ©
és ' = cos ©, azaz a jol ismert Priifer-transzformaciora jutottunk (1. Pryce 1993). A
dolgozatban a (18) bazisegyenlet megoldasandl a Priifer-transzformacié egy skalazott
valtozatat vezettem be, ténylegesen azonban skalazas nélkil haszndltam.

Mint azt Bahvalov (1977) megmutatta lehet konstrudlni olyan ortogonalis
faktorizaciét is, amely a komplementer tér bézisvektorai helyett az eredeti tér
bézisat tartja ortogonalisan. Ehhez az eredeti bazist helyettesitjiik egy ¢ € R™*k
ortonormalttal. Most is az

o' (@)p() =

feltétel és a o' (a)p(a) = I kezdeti érték elégséges ahhoz, hogy ¢! (z)p(x) = I legyen.
Legyen o(x) = W(x)S(z) alaku, ahol W (z) az (141) egyenlet fundamentdlis métrixa,
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S(z) € RF* nemszinguldris matrix. Behelyettesitések, a miiveleteket elvégzése és
dtrendezések utdn kapjuk, hogy Ekkor ¢’ = Ap + pS™1S" és S = —S(¢p ) ot Ap.
Amibél kozvetleniil adédik a Bahvalov-faktorizacié egyenlete (v.6. (74) egyenlet)

¢ =T — (e ) ' AT (145)

Emellett, ha y egy megoldasa (141) egyenletnek, akkor y(z) = ¢(z)s(x) és s(x) nem
feltétleniil konstans! Egyrészt, tehat ha el6irunk egy kezdeti feltételt egy & pontban
(y(Z) = ¥), akkor s(Z) = (¢1(2)p(3)) toT(2)y kell legyen, mdsrészt, mivel a megolddst
y(z) = p(x)s(z) alakban keressiik igy ¢s’ — (o @) ' Aps = 0. Beszorozva ¢'-tal és
dtszorozva (pTp) Ll-gyel kapjuk, hogy

s — (¢ p) T Aps = 0. (146)

(Ennek az egyenletnek felel meg a (114) egyenlet.)

A (20) csatolt egyenletrendszer megoldasara mind a két fenti médszer haszndlhaté
volt. A hasonlésdgok mellett fontos kiilonbségek is vannak az Abramov- és Bahvalov-
faktorizacié kozott. Az atmeneti valészintliségek kiszamitasat a Bahvalov-faktorizacid
alkalmazéasa engedte csak meg, ezért szerepelt ez a dolgozat f6 részében.

8.2. A sajatértékek kiszdmitdsa

A (74) egyenlet megoldasara egy hierarchikusan szervezett FORTRAN program késziilt
(csat4b.f ~ 1200 utasitas: INPUT — Z, N, n3, w, 20, 2e0, 2c, € . / OUTPUT —
EN  P(z) ). Ennek legals6 szintjén egy lépéskozt optimalizdlé negyedrendii Runge—
Kutta (R-K) algoritmus all 1. pl. Press és tsai (1992). Ez integralja a (32) egyenletet
kétszer, minden egyes lépésben a megfelelé (35), ill. (36) kezdeti feltételekkel. A g
éréket 2 x 10 %-nek vdlasztottam. (gy) kozelitésére a (26) Osszeg egy véges része
szolgalt. A sor gyors konvergencidja miatt a pontossag mar megfelelévé valt, ha az
egymdst kovetd részletosszegek kiilonbsége 1073 ald csokkent. A oy, érték nem rogzithetd
hasonlé médon, mivel (29) csak aszimptotikus kifejezés. Egy kiilon numerikus eljards
valasztja meg szimultan modon p.-t és a sorfejtés elemszamat. Egyébként mindkét fenti
esetben léteznek egzakt hibabecslések is, utalunk itt Abramov és Balla (1993), valamint
Balla (1977) cikkére. A p. kozbiilsé pontot z-vel azonosnak vélasztottam, kivéve a
z = 0 esetet, ahol g. = 1 lett. A program masodik szintjén a pu, meghatarozasat egy
egyszeri intervallumfelezé (biszekcids) eljards végzi, mint ahogy arra a 4.1 fejezetben
utaltunk. A rutin akkor &ll le, ha a relativ pontossagi elérte a gépi pontossagot
po-ben [(pf™? — pl=D) /u] < 1071 vagy a [[O1(0c) — Orlec)]/Oi(ec)| relativ hiba
kisebbé valt, mint 1072, A fels6 indexek az els6 képletben az iteracidk szamat jelentik.
A csatolomatrix elemek kiszamitdsa gy tortént, ahogy azt a 4.2 fejezetben leirtuk,
azaz a (32), (38) és (54) egyenletek szimultan integraldsdval. Magukat a numerikus
integralasokat itt is a fenti R—K algoritmus végezte.
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Az E} kiszéamitdsakor adott k és N esetén, mind a (75) determinéns értékét,
mind az E} egymdst kovetd iterdcidinak relativ eltéréseit folyamatosan ellenérzi a
program. A determindnst felépit6 elemek kiszamitdsa az (74) egyenlet integralasaval
egyenértéki. Az integral6 alaprutin a fentiekkel megegyez6 volt. A (76) Gsszefiiggésben
az egységmarixtol valé eltérést M darab ekvidisztans pontban z; = zy + (200 — 20)7/M
ellenériztem (M = 8). Annak érdekében, hogy a globdlis hiba egy adott e korlat
alatt legyen, minden [z;, z;11] részintervallumon a megengedett lokalis hiba £, = ¢/M
lehetett, és a

Y VTY = 1)} < loc (147)

irj
egyenlotlenségnek teljesiilnie kellett. A részintervallumokon a kezdd lépéskoz, s =
(zix1 — 2i) /My alaku felosztdsnal, My = 8 volt. Amennyiben a feltétel a részintervallum
végén nem teljesiilt, az algoritmus visszatért ennek kezdeti pontjara és az M, felosztas
megduplazédik. Egyéb esetekben a 1épéskozt valtozatlanul hagyta, hacsak mar elotte
sem kellett valtoztatni, mert a feltétel teljesiilt. Ilyen esetben a 1épéskozt megduplézta.
Ez a lépéskozvalaszto eljaras lehetové teszi, hogy minden sziikséges mennyiséget
(tny Ay, Brr) egy adott z-re csak egyszer szamoljunk ki és a kapott értékeket egy
csatolt listara flzziik.

A (74)-es csatolt egyenletrendszer integraldsandl, minden egyes z-nél sziikség van
az Y'Y métrix inverzére. Mivel ezek a mdtrixok szimmetrikusak és kozel vannak
az egységmatrixhoz, az inverziik kiszamitdasara a leghatékonyabb eljarast a Cholesky-
dekompoziciét (ldsd pl. Press és tsai 1992) haszndlhattuk. A (75)-ban szerepld
determinans meghatarozasat egy LU dekompozicids algoritmus végzi. Mint kordbban
mondtuk a sajatérték relativ hibdja volt az egyik ellendrzési és beavatkozasi lehetdség.
Ha |(E,(:_1) - E,(;))/E,(;)| < 107% a program megall és az E,(:)—t elfogadjuk mint kezdeti
kozelitést a magasabb N csatornaszamokhoz, vagy a spektrum magasabban gerjesztett
allapotaihoz. Figyelemre mélto, hogy ez a kétfajta iteracio egymastol elvben fiiggetlen,
igy akar parhuzamosithatok is. Ha ng # 0, akkor zy = 0-nak van valasztva, egyébként
2o = 1073, A legnagyobb jobboldali végpont z,, = 10 volt, mig a z. kozbiilsé pontot a
zo-hoz kozel véalasztottuk meg, a teljes z intervallumhoz képest.

8.3. A dipdluserdsséq kiszamitdsa

A dipdluserésséget, illetve az azokhoz sziikséges (93) és (94) dipdlmétrix-elemeket
a mintegy 1500 utasitasbol all6 tpn.f nevii FORTRAN program hatarozza meg.
A programhoz a sziikséges bemend adatokat (INPUT — EXN EXM Py(z), Py(z),
K]""(z)) a csat45.f program késziti.

A funkciondl kiszémitdsa alapvetSen két lépésben torténik. Elészor az YWV (z),
HMN(2) s YmIM () HWM(2) fijggvényekre vonatkozé (74) és (118) matrix-
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differencialegyenleteket oldjuk meg szimultain mdédon egy a madtrixegyenletekhez
alakitott automatikus lépéskozvalaszto R—K eljarassal. Az integralds a 8.2 fejezetben
ismertetett modon zp-tél, ill. Zoo-tOl  ze-ig  torténik. A ¢ meghatdrozdasa
egyenértéki a (121) algebrai sajatérték-probléma egy tetszoleges 1 sajatértékhez tartozo
sajatvektoranak megkeresésével. Ez dgy torténik, hogy egy Jacobi-eljards (1. Press és
tsai 1992) meghatdarozza a feladat Gsszes sajatértékét, azutan az 1-hez legkézelebb es6hoz
tartozo sajatvektort normaljuk (122) szerint. Az adott sajatérték 1-t6l valé eltérése
egyben becslést ad a sajdtvektorunk pontossdgara. Ezzel megkaphatjuk c'(z.) és ¢"(2)
értékét.

A mésodik lépésben a Q™) (z) métrixfiiggvényekre vonatkozé (125) egyenletet
oldjuk meg szintén a két végponttol, z(?—tél bs 28-t61 z.-ig, ahol a z(? és 28 végpontokat
tigy valasztottuk meg, hogy a Q™) (z) fiiggvény a két megfeleld H N (z) és H™M (z)
fliggvény kozos részén legyen kiszamolva. A sziikséges interpoldcidkat mindeniitt egy
egyszeril linearis interpoldcids algoritmus szolgéaltatta (1. Press és tsai 1992). A
invertalds itt is a 8.2 részben emlitett Cholesky-eljarassal tortént.
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